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Niniejszy esej jest nieco rozbudowana wersja wykladu wygloszo-
nego w dniu 29 listopada 2017 roku w ramach cyklu ,,Dwuglos Na-
uki”, organizowanego przez Polska Akademie Nauk Oddziat w Poznaniu
we wspdlpracy z Wydzialem Teologicznym UAM. Zgodnie z duchem
tych spotkan, odczyt byt adresowany do szerokiego grona stuchaczy,
wsrdd ktérych matematycy stanowili zdecydowana mniejszos¢. Taka for-
muta spotkait wymusza odpowiedni styl prezentowania tresci, ktérego
nadrzednym przestaniem jest komunikatywnoé¢. Biorac to pod uwage,
staralem sie ograniczy¢ do niezbednego minimum szczegély technicz-
ne, ktére moglyby by¢ mato zrozumiate dla niespecjalisty. Matematyk,
a w szczegolnosci teoretyk liczb, dowie sie tutaj niewiele nowego i moze
czué pewien niedosyt, a takze odnie$¢ wrazenie, ze nie wszystkie waz-
ne aspekty spraw zwiazanych z Hipoteza Riemanna zostaly przez mnie
nakreslone z dostateczna precyzja. Zamiast tego probowatem nakresli¢
zasadnicze idee, a takze przesledzi¢ historyczne tlo omawianych zagad-
nieri. Mam nadzieje, ze pozwoli to na glebsze zaznajomienie oséb, kto-
re nie paraja sie profesjonalnie matematyka — lecz doceniaja jej glebie —
zjednym z najbardzej fascynujacych, otwartych probleméw matematycz-
nych.
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PREHISTORIA HIPOTEZY RIEMANNA:
EUKLIDES, EULER, GAUSS

Wielkie problemy nauki maja bogata historie, a ich rozwiazanie otwie-
razwykle nowy rozdziat w jej rozwoju. Hipoteza Riemanna, ktérej poswie-
cone sa niniejsze rozwazania, siega swoimi korzeniami bardzo gteboko,
bo az do starozytnosci. Mimo ze w chwili obecnej nadal pozostaje nie-
rozstrzygnieta, mozna $miato powiedzie¢, ze prace nad nia juz teraz za-
owocowaly wieloma warto$ciowymi wynikami, a nawet wiecej —nowymi
kierunkami badar. Przyczynily sie réwniez do odkrycia nieoczekiwanych
zwiazkéw miedzy — zdawatoby sie — odleglymi obszarami badan, takimi
jak na przyklad arytmetyka liczb catkowitych i fizyka kwantowa. Jej udo-
wodnienie lub obalenie mialoby dramatyczne konsekwencje wewnatrz
matematyki, w szczegélnosci w teorii liczb.

Przyczyne tak odleglej czasowo genezy Hipotezy nalezy ttumaczyc¢ jej
zwiazkami z najbardziej podstawowym pojeciem matematycznym, a mia-
nowicie z pojeciem liczby. Wiadomo, Ze matematyka bada m.in. liczby,
a takze wykorzystuje je do opisu innych obiektéw. Mozna powiedzie¢,
ze matematyka bez liczb nie mogtaby istnie¢. Najbardziej podstawowym
rodzajem liczb sa liczby naturalne, to znaczy dodatnie liczby catkowite:
1,2,3,... Pozostate rodzaje liczb, na przyklad liczby wymierne, rzeczy-
wiste czy zespolone, moga by¢ zdefiniowane (skonstruowane) w sposéb
jawny przy uzyciu liczb naturalnych. Stynny matematyk niemiecki Le-
opold Kronecker powiedziat, ze Bdg stworzyt liczby naturalne, wszystko
inne jest dzietem cztowieka. Nic wiec dziwnego, ze liczby byly obiektem
zainteresowania matematykéw od samego poczatku. Bardzo szybko od-
kryto, ze liczby naturalne wieksze od 1 dziela sie na dwie kategorie: liczby
pierwsze i zlozone. Liczby pierwsze, a wiec takie, ktére maja tylko dwa
dzielniki naturalne, peilnia role swego rodzaju atoméw, bowiem kazda
liczba naturalna wieksza od 1 jest liczba pierwsza lub tez iloczynem ta-
kich liczb, przy czym rozklad ten jest jednoznaczny z dokladnoscia do
kolejnosci czynnikéw. Poczatkowe liczby pierwsze to

2,3,5,7,11,13,17,19,23,27,29,31, ...

Rodyzi sie tutaj naturalne pytanie: czy powyzszy ciag w pewnym momen-
cie sie koniczy, czy tez moze by¢ przedtuzany w nieskoriczonos¢? Pytamy
w istocie o to, czy istnieje najwieksza liczba pierwsza?
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Euklides (365 r. p.n.e.—ok. 300 r. p.n.e.), matematyk grecki pochodzacy
z Aten, przez wiekszos$¢ zycia dzialajacy w Aleksandrii, odpowiedziat
na nie, dowodzac, ze liczb pierwszych jest nieskoriczenie wiele'. W szczegol-
nosci wynika stad, ze najwiekszej liczby pierwszej nie ma: jakakolwiek
ustalimy granice, na przyklad N = 1010000000000 {5 jstnieje liczba pierw-
sza p wieksza od N. Warto tutaj zaznaczy¢, ze w chwili obecnej (2018)
nie znamy zadnej tak wielkiej liczby pierwszej i nie jesteSmy w stanie jej
znaleZ¢ nawet przy uzyciu najpotezniejszych komputeréw. Niemniej jed-
nak wiemy, na podstawie twierdzenia Euklidesa, ze liczba taka na pewno
istnieje. Jest w tym momencie jasne, ze twierdzenia Euklidesa nie moz-
na udowodnié¢ ,rachunkowo”, lecz nalezy je uzasadni¢, przeprowadzajac
odpowiednie rozumowanie. Nie jest ono specjalnie zlozone czy tez trud-
ne, ale znaczenie samego twierdzenia jest ogromne. Méwi bowiem ono,
ze ,atomow” — lub inaczej méwiac elementarnych cegietek, z ktérych
zbudowane sie pozostale liczby naturalne —jest bardzo duzo. Jest wiec z
czego budowac i w zwiazku z tym mozna oczekiwa¢, ze nie zabraknie
budulca do tworzenia nawet najbardziej skomplikowanych konstrukcji
matematycznych, zdolnych do opisu bardzo ztozonych zjawisk. Nie ma
potrzeby podkreslaé, ze caly dalszy rozwéj nauki potwierdzil, i do dnia
dzisiejszego potwierdza, prawdziwos$¢ tego stwierdzenia.

Nastepne istotne kroki w badaniu liczb pierwszych uczynit Leonhard
Euler (1707-1783), matematyk i fizyk szwajcarski, przez wiekszos¢ zycia
pracujacy w Berlinie i Petersburgu. Byl pionierem w wielu obszarach obu
tych nauk. Euler jest uwazany za czolowego matematyka XVIII wieku
ijednego z najwybitniejszych w calej historii matematyki.

W 1744 roku Euler udowodnit?, ze suma odwrotnosci wszystkich liczb
pierwszych jest nieskoriczona, tzn.:

1_00
Z,;‘ : 1)

Zauwazmy, ze jest to stwierdzenie silniejsze od twierdzenia Euklidesa,
gdyby bowiem liczb pierwszych bylo tylko skoriczenie wiele, to suma po
lewej stronie powyzszej réwnosci miataby skoficzona wartos¢. W istocie

Euklides, Elementy. Stwierdzenie 20 w Ksiedze IX.

L. Euler, Variae observationes circa series infinitas. Commentarii academiae scientia-
rum Petropolitanae 9(1744), 160-188. Opera Omnia, Series 1, Volume 14, p. 216-244,
Lipsiae et Berolini, 1924.

2

13



twierdzenie to mowi wiecej. Istnieja przeciez szeregi nieskoriczone o skon-
czonej sumie. Zatem ze wzoru (1) wynika, ze skladnikéw — a wiec liczb
pierwszych — musi by¢ ,,duzo”. Euler potrafil temu ostatniemu stwier-
dzeniu nada¢ forme ilo$ciowa.

Jak wida¢, Euler byt w stanie dokona¢ istotnego postepu w badaniu
liczb pierwszych, niemniej jednak w pracy® napisanej w 1747 roku, a opu-
blikowanej w 1751 napisat nastepujace stowa, z ktérych mozna odczytaé
jednoczesnie fascynacje, jak i bezsilnos¢ w zetknieciu z tym problemem.

Les mathématiciens ont tdché jusqu’ici en vain a découvrir un ordre quelconque
dans la progression des nombres premiers, et on a lieu de croire, que c’est un mystere
auquel 'esprit humain ne saurait jamais pénétrer. Pour s’en convaincre, on n'a
qu’a jeter les yeux sur les tables des nombres premiers, que quelques personnes se
sont donné la peine de continuer au-dela de cent mille: et on s’apercevra d’abord
qu’il ne régne aucun ordre ni régle.*

Odkrycie wzoru (1) byto wynikiem prac Eulera nad sumowalnoscia
szeregéw nieskoriczonych — byt to temat goracych dyskusji miedzy ma-
tematykami siedemnastego i osiemnastego stulecia. W roku 1644 mate-
matyk wioski Pietro Mengoli (1626-1686) postawit® problem obliczenia
sumy szeregu nieskoniczonego ztozonego z odwrotnosci kwadratéw liczb
naturalnych, to znaczy szeregu

il=1+1+1+l+...

=i n? 4 9 16
Problem ten zyskal potem nazwe problemu bazylejskiego dzieki Jakobo-
wi Bernoulliemu (1655 -1705), stynnemu matematykowi z Bazylei, ktory

w seril prac Positiones de seriebus infinitis z 1689 roku sformutowat go
w sposo6b Scisty, a nastepnie — do korica swojego zycia — bezskutecznie

3 L. Euler, Découverte d'une loi tout extraordinaire des nombres par rapport i la somme de

leurs diviseurs. Bibliotheque impartiale 3(1751), 10-31. Opera Omnia, Series 1, Volume
2, p. 241-253, Lipsiae et Berolini, 1915.

* Matematycy na prézno starali sie odkry¢ jaki$ porzadek w ciagu liczb pierwszych,
ale mamy prawo przypuszczad, ze sa pewne tajemnice, ktérych umyst ludzki ni-
gdy nie przeniknie. Aby sie o tym przekonaé, wystarczy przyjrze¢ sie tabelom liczb
pierwszych, ktore staraniem kilku oséb zostaty sporzadzone w zakresie do ponad stu
tysiecy: mozna od razu zauwazy¢, ze nie panuje tu zaden porzadek czy reguta.

5 P. Mengoli, Novae quadrature arithmeticae, seu de additione fractionum. Typografia
Iacobi Montij, Bononiae, 1650
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probowat rozwiaza¢. Problemem tym interesowato sie wielu znanych ma-
tematykow tamtego okresu, miedzy innymi Wallis, Leibniz, Stirling, de
Moivre, Goldbach oraz Daniel Bernoulli. Stosunkowo tatwo jest uzasad-
ni¢ stwierdzenie, Ze szereg powyzszy jest zbiezny. Nietrudno zauwazyg¢,
ze szereg zbiega do swojej sumy — oznaczmy ja przez ((2) — stosunkowo
wolno. Mianowicie dla dowolnej liczby naturalnej N, suma pierwszych
N wyrazoéw, to znaczy

1 1 1
+ 4_]: +...+ I\? ,

rézni sie od ((2) o mniej niz 1/N. Obliczajac sumy czeSciowe, moz-
na rzecz jasna uzyska¢ przyblizone wartosci ((2), ale z przytoczonego
przed chwila oszacowania btedu przyblizenia wida¢, ze na tej drodze nie
mozna zaj$¢ daleko. Na przyktad obliczenie wartosci ((2) = 1,644934 . ..
z doktadnos$cia do széstego miejsca po przecinku wymaga zsumowania
pierwszego miliona wyrazéw szeregu.

Euler poswiecil badaniu problemu bazylejskiego kilka prac, a w 1735
roku — po niemal 100 latach od jego sformutowania — w koricu go roz-
strzygnaﬁ6, dowodzac, ze

2
(@==.

Metoda dowodu Eulera nie od razu zostata uznana za w petni poprawna.
Whynikato to z faktu, ze Euler uzywat argumentéw, ktére w tamtych cza-
sach byty zbyt nowatorskie, a znalazty swoje pelne uzasadnienie dopiero
w teorii Hadamarda funkcji skoriczonego rzedu, ktéra powstata niemal
150 lat p6zniej. Zauwazmy, ze metoda Eulera pozwolita mu na obliczenie
wartosci C(2n) dla wszystkich liczb naturalnych n:

(_1)n7122n7132n 7_[211

C(Zl’l) = (21’1)' ’

gdzie B, oznaczaja tak zwane liczby Bernoulliego. Moze warto tutaj na
marginesie zauwazy¢, ze wzory te leglty u podstaw powstalej w dwu-

® L. Euler, De summis serierum reciprocarum. Commentarii academiae scientiarum

Petropolitanae 7(1740), 123-134. Opera Omnia, Series 1, Volume 14, p. 73-86, Lipsiae
et Berolini, 1924.
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dziestym wieku teorii tak zwanych p-adycznych funkcji dzeta, aktywnie
rozwijanej dziedziny wspotczesnych badar’.
Szereg wystepujacy w problemie bazylejskim jest szczegélnym przy-
padkiem (dla s = 2) sumy postaci
C(s)=2%=1+%+l+l+... 2)
n=1
Pojawita sie ona (dla wymiernych warto$ci zmiennej s) we wspomnianej
wczesniej serii prac Positiones de seriebus infinitis Jacoba Bernoulliego. Euler
dokonat istotnego postepu w jej badaniu, publikujac w 1744 roku prace
Variae observationes circa series infinitas®. Natomiast w rozprawie napisanej
w 1749, a opublikowanej w 1768 roku’ wykazat, ze dla dla s > 1 zachodzi
nastepujaca réwnos¢, znana obecnie pod nazwa iloczynu lub toZsamosci

Eulera:
=5} -1
Yo-II(-5) ®
n=1 p

Iloczyn po prawej stronie jest iloczynem po wszystkich liczbach pierw-
szych, a wiec jest rowny

1\ 1\ 1\ 1\
-3 -3 -2 2
25 35 55 7S
Ciekawa rzecza jest, ze we wspomnianym dziele Euler uzasadnia
nastepujaca réwnosé, w ktorej nn > 1 jest liczba naturalna:
1-21437 - (- DU2"—T)cos 5
1-27+3"— .. @1 - 1)nn

4)

Jest ona o tyle ciekawa, ze formalnie rzecz biorac, nie ma sensu. Po jej le-
wej stronie w liczniku stoi bowiem szereg, ktory jest rozbiezny. Niemniej

7 Zpodstawowymi pojeciami tej teorii mozna sie zapozna¢ w monografii: N. Koblitz,

p-adic numbers, p-adic analysis, and zeta-functions, Second edition. Graduate Texts in
Mathematics, 58. Springer-Verlag, New York, 1984. xii+150 pp.

8 Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 9 (1744), 160-188. In Opera
Omnia, Series 1, Volume 14, p. 216244, Lipsiae et Berolini, 1924.

L. Euler, Remarques sur un beau rapport entre les séries des puissances tant directes que
réciproques, Mémoires de 'académie des sciences de Berlin 17(1768), 83-106. Opera
Omnia, Series 1, Volume 15, p. 70-90, Lipsiae et Berolini, 1927.
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jednak Euler potrafit nadaé¢ temu wyrazeniu Sciéle okreslony sens, po raz
kolejny wyprzedzajac swoja epoke. Tym razem — stosujac wspolczesna
terminologie — antycypujac powstanie teorii sumowalnosci. W istocie
uzasadniajac istnienie sumy szeregu nieskoriczonego, Euler korzystat
z metody, ktéra obecnie nazywamy sumowalnosciq w sensie Abela; wré-
cimy do tego zagadnienia przy omawianiu réwnania funkcyjnego funkgji
dzeta Riemanna.

Dalszych, doniostych odkry¢ dotyczacych liczb pierwszych dokonat
Carl Friedrich Gauss (1777-1855), niemiecki matematyk, fizyk i astro-
nom. Uwazany jest za jednego z najwiekszych matematykoéw, przez so-
bie wspdlczesnych okreslany byt mianem ,ksiecia matematykoéw” (prin-
ceps mathematicorum). W latach 1792-1793, jako kilkunastoletni miodzie-
niec, przeprowadzil obliczenia numeryczne, prébujac odkry¢ regular-
noéci w rozmieszczeniu liczb pierwszych mniejszych od trzech milio-
néw na podstawie sporzadzonych przez siebie tablic'®. Jest jasne, ze
jedyna parzysta liczba pierwsza jest liczba 2, ale poza tym liczby pierw-
sze pojawiaja sie w ciagu liczb naturalnych w sposéb dos¢ przypadkowy.
W szczeg6lnosci nie ma prostego wzoru na n-ta liczbe pierwsza. Gauss za-
uwazyl, Ze mimo pozornej chaotycznosci w ich rozmieszczeniu, istnieja
prawa, ktérym one podlegaja. W szczegd6lnosci zauwazyl, ze prawdo-
podobieristwo tego, zeby losowo wybrana liczba naturalna bylta liczba
pierwsza jest w przyblizeniu réwne odwrotnosci logarytmu naturalnego
z tej liczby. Oznaczajac przez IP zbidr liczb pierwszych, a przez P funkcje
prawdopodobieristwa (miare probabilistyczna), mozemy to stwierdzenie
zapisa¢ symbolicznie w nastepujacy sposob*!:

P(n e P) = 5)

logn’

Przy badaniu liczb pierwszych wygodnie jest postugiwac sie funkcja
liczaca nt(x), ktéra dla liczby dodatniej x przyjmuje wartos¢ réwna liczbie

10" Gauss nigdy nie opublikowat swoich tablic. Wspomina o nich w cytowanym w dal-
szej czesci tego artykutu licie do Enckego. Znajduja sie one w wydanych po $mierci
Gaussa pracach zebranych, por. C.E. Gauss, Tafel der Frequenz der Primzahlen. Werke, II,
436-442, Gottingen, 1872.

' Warto tu podkresli¢, ze dla dowolnej dodatnej liczby rzeczywistej x, symbol log x
oznacza logarytm naturalny (a nie dziesietny) liczby x. Oznaczenie to bedzie konse-
kwentnie stosowane w catej niniejszej pracy.
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liczb pierwszych p mniejszych lub réwnych x:

n) =Y 1.

psx
Gauss zauwazyl, ze funkcje m(x) cechuje zaskakujaca regularnosé. Dla
,duzych” wartosci argumentu x przyjmuje ona wartos¢ réwna w przybli-
zeniu sumie odwrotnosci logarytméw kolejnych liczb naturalnych z za-
kresu od 1 do x, tzn.

1
+ toot——
log2 log3 logN’

m(x) ~ (6)
gdzie N = [x] oznacza cze$¢ calkowita liczby x, to znaczy najwieksza
liczbe naturalna mniejsza lub réwna x. Wystepujacy w powyzszym wzo-
rze symbol ,~” oznacza tak zwana asymptotyczna réwnos¢. Ogdlnie,
dwie wielkosci f(x) oraz g(x), zalezne od parametru rzeczywistego x
i przyjmujace wartosci niezerowe, nazywamy réwnymi asymptotycznie,
gdy ich stosunek f(x)/g(x) dazy do 1 przy x dazacym do nieskoriczonosci.

Suma po prawej stronie wzoru (6) roénie do nieskoniczonosci tak, jak
x/logx, a wiec

, )
lub r6wnowaznie

n)  _
b x/logx

®)

Z grubsza wszystkie powyzsze wzory stwierdzaja, ze liczb pierwszych
mniejszych lub réwnych x jest w przyblizeniu x/logx. Poniewaz liczb
naturalnych n < x jest dokladnie tyle, ile wynosi cze$¢ catkowita z x,
a wiec w przyblizeniu x, prawdopodobieristwo tego, ze losowo wybrana
liczba naturalna n < x bedzie liczba pierwsza, jest rtowne

77(x) 1
Tl logx’

co jest catkowicie zgodne z (5).

Nalezy przy tym podkresli¢, ze odkrycia Gaussa mialy charakter czy-
sto fenomenologiczny i nie byly twierdzeniami matematycznymi w Sci-
stym rozumieniu tego stlowa. Byly to raczej przypuszczenia oparte na
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obserwacjach i to — dodajmy od razu — dokonanych w stosunkowo ma-
tym zakresie. Poniewaz jednak w tamtych czasach nie istniaty komputery
i obliczenia te nalezato wykona¢ recznie, wymagalo to sporej cierpliwo-
$ci. Ale istota pracy Gaussa nie polegata na przeprowadzeniu rachunkéw
i sporzadzeniu tablicy liczb pierwszych mniejszych od 3 000 000, lecz na
interpretacji uzyskanego materiatu empirycznego. W szczegdlnosci wzor
(7) zyskatl status hipotezy, zwanej hipotezq o liczbach pierwszych. Zain-
spirowata ona wielu wybitnych matematykéw, byla jedna z motywagji
przysztej pracy Riemanna oraz doprowadzita do sformulowania stynnej
Hipotezy Riemanna, o czym powiemy w dalszej czeéci tego opracowania.

Liczby pierwsze fascynowaly Gaussa przez cate zycie. Nie udato mu
sie wprawdzie udowodnié w sposéb Scisty swoich przypuszczen na ich
temat, ale — juz w wieku dojrzalym — nadat im bardziej precyzyjna po-
sta¢. W liscie do znanego astronoma Enckego'? napisanym w roku 1849
Gauss'® zauwazyl, ze sume stojaca po prawej stronie wzoru (6) mozna
z bardzo dobrym przyblizeniem zastapi¢ przez pewna catke, zwana loga-

rytmem catkowym
o T du
lix) = j; Tog7 (x> 1).

Uwazny Czytelnik zwréci uwage w tym momencie na pewna osobli-
wos¢ wystepujaca w powyzszej definicji, a mianowicie na nieokreslonos¢
funkdji podcatkowej dla u = 1 (zero w mianowniku). Spiesze uspokoi¢, ze
jest to problem, z ktérym mozna sobie fatwo poradzi¢, rozumiejac odpo-
wiednio catke, ale nie bedziemy sie nad tym dtuzej zatrzymywac¢. Mozna
udowodnié, ze przy x dazacym do nieskoriczonos$ci

li(x) = —+C0+O( ),
i logn xlog x

gdzie ¢p = 0.207047 ... jest pewna stala numeryczna.

12" Johann Franz Encke (1791-1865) — astronom niemiecki. Jego imie nosi jedna z ko-
met (kometa Enckego), odkryt tzw. przerwe Enckego w zewnetrznym pierscieniu Saturna,
okreslit wartoé¢ paralaksy stonecznej, a takze opracowat metody obliczania orbit ko-
met krétkookresowych i planetoid oraz orbit gwiazd podwéjnych.

13 Angielskie ttumaczenie listu stanowi zatacznik do pracy L.J. Goldstein, A history of
the prime number theorem. American Mathematical Monthly, 80(6)(1973), 599-615.
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Powyzszy wzor jest przykltadem tak zwanej formuly asymptotycz-
nej, a wiec wzoru, ktéry pozwala na przyblizenie jakiej$ wielkosci przez
prostsze wyrazenie zwane czfonem gtéwnym. W naszym konkretnym przy-
padku wielkoécia przyblizana jest li(x), a czlonem gléwnym jest suma

X1
Z 1 + Cop.
L logn

Ostatni skladnik to tak zwany czfon resztowy. Uzyty tu symbol

°{aws)
xlog x

oznacza, ze przy zastapieniu li(x) przyblizeniem, ktére daje czton gléwny,
popelniamy btad, ktérego warto$¢ bezwzgledna nie przekracza

1
xlogx

dla pewnej statej dodatniej C oraz wszystkich liczb x > x. Ogoélnie, dla
dowolnych wartosci f(x) oraz g(x) > 0, zaleznych od parametru rzeczy-
wistego x > xo, zapis

f(x) = O(g()
oznacza, ze istnieje stata dodatnia C taka, ze dla wszystkich x > xy zacho-
dzi nier6wnos¢

[f()l < Cg(x).
Z formutami asymptotycznymi bedziemy mie¢ wielokrotnie do czynienia
w dalszej czesci tego opracowania.

Zauwazmy, ze przy x dazacym do nieskoriczonosci oraz przy dowol-

nym ustalonym k bedacym liczba naturalna mamy

x x x x X
li(x) = + 1! + 2! o+ (k=1 +0 , (9
) logx ~ log’x  log’x (=1 log" x (logk”x] ©)

a wiec x/ log x jest pierwszym przyblizeniem logarytmu catkowego. Nie
dziwi zatem fakt, iz li(x) doktadniej przybliza m(x) niz x/log x. W istocie
formuty (7) oraz

1i(x) ~ li(x) (10)

sa rownowazne. R6znica miedzy nimi polega na jakoSci przyblizenia.
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Korzystajac z komputera, mozna bez trudu sprawdzi¢, ze formuta ta
poprawnie opisuje zachowanie sie funkgji liczacej liczby pierwsze takze
dla warto$ci zmiennej x znacznie wykraczajacych poza przedziat badany
przez Gaussa. Pokazuje to nastepujace zestawienie:

X 77(X) li(x) li(x) — mt(x)
10 4 6.16 2.16
102 25 30.1 5.1

103 168 177.6 9.6

10* 1229 1246.1 17.1
10° 9592 9629.8 37.8
10° 78498 78627.5 129.5
107 664579 664918.4 339.4

108 5761455  5762209.4 754.4
10° 50847534 50849235.0 1700.9

Opierajac sie na powyzszych danych, mozna poczyni¢ $émielsze przy-
puszczenia od tych, ktére zaproponowat Gauss. Wida¢ na przyktad, ze
dla wartoéci podanych w tabeli mamy zawsze n(x) < li(x). Gdybysmy
jednak dali sie ponies¢ fantazji i przyijeli ten fakt eksperymentalny jako
robocza hipoteze, ponieslibySmy spektakularna kleske. J.E. Littlewood!*
wykazat'®, ze réznica

7t(x) — li(x)

zmienia znak nieskoriczenie wiele razy przy x dazacym do nieskoriczo-
nosci. Tak wiec logarytm catkowy przybliza warto$¢ m(x) nieskoriczenie
wiele razy z nadmiarem i nieskoriczenie wiele razy z niedomiarem. Co
wiecej, odchylenia te przekraczaja co do wartosci bezwzglednej wartosé

A Vxlogloglogx

log x (1)

dla pewnej liczby dodatniej A. Ciekawe jest, ze w chwili obecnej (2018)
nie znamy zadnej wartosci xo, dla ktérej m(xp) > li(xo). Przypuszcza sie,
Ze najmniejsza taka warto$¢ jest bardzo duza i znajduje sie w okolicach

4 John Edensor Littlewood (1885-1977) - matematyk angielski.
15 JE. Littlewood, Sur la distribution des nombres premiers. C.R. Acad. Sci. Paris
158(1914), 1869-1872.
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10316, a wiec daleko poza zasiegiem mozliwosci istniejacych komputeréw.
Z ostatnich uwag mozna wysnué wniosek, ze eksperymenty numeryczne
moga by¢ uzyteczne przy badaniu liczb pierwszych, ale nie nalezy im
bezkrytycznie ufaé.

Warto w tym momencie wspomnieé o dwoéch pracach!® francuskiego
matematyka Legendre’a'”, w ktérych pojawity sie w formie przypuszczeri
stwierdzenia bliskie hipotezie o liczbach pierwszych. W pierwszej z nich
Legendre wysunat hipoteze, ze 7t(x) jest w przyblizeniu réwne

_x
Alogx +B’

gdzie A i B sa pewnymi stalymi. W drugiej pracy przypuszczenie to
zostalo zmodyfikowane poprzez zastapienie powyzszego przyblizenia
przez

_r
logx + A(x)”

gdzie A(x) jest funkcja parametru x dazaca do 1.08366 przy x dazacym
do nieskoniczonosci. Jakkolwiek Gauss byt znacznie blizszy prawdy niz
Legendre, prace tego ostatniego sa godne uwagi ze wzgledu na to, ze
ukazaly sie drukiem i w zwiazku z tym od razu weszty w obieg literatury
naukowej. We wspomnianym liscie do Enckego, Gauss po$wieca sporo
miejsca poréownaniu swoich odkry¢ z pracami Legendre’a.

MEMORIAL RIEMANNA

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) to jeden z najwybitniej-
szych matematykéw wszech czasow. Oprécz matematyki zajmowat sie
réwniez fizyka, zaréwno teoretyczna, jak i eksperymentalna, oraz filozofia
przyrody. Byt profesorem Uniwersytetu w Getyndze, cztonkiem kore-
spondentem Berliniskiej Akademii Nauk (1859) i Royal Society (1866).

16 A-M. Legendre, Essai sur la théorie des Nombres, 1st ed. Paris 1798, p. 19; Essai sur la
Théorie des Nombres, 2nd ed., Paris 1808, p. 394.

17 Adrien-Marie Legendre (1752-1833) — cztonek Francuskiej Akademii Nauk, autor
prac ze statystyki, teorii liczb, algebry, analizy matematycznej i geodezji.
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Zyt zaledwie 40 lat, a jego dorobek publikacyjny jest ilosciowo dosé
skromny i miesci sie w jednym tomie dziet zebranych!®. Natomiast ja-
kos¢ prac Riemanna jest imponujaca. Kazda z nich wniosta istotny wktad
w rozwoj dzialu matematyki, ktérego dotyczylta. Tylko jedna z nich po-
$wiecona jest problemom teorii liczb, a mianowicie liczbom pierwszym.
Liczy zaledwie osiem stron, ale treSci w niej zawarte wyryty trwate pietno
na rozwoju catej matematyki, zmieniajac bieg jej historii. Giéwnym obiek-
tem badart w Memoriale Riemanna'? sa analityczne wtasnosci funkgji {(s),
zwanej obecnie funkcjg dzeta Riemanna, rozwazanej w pelnej ogdlnosci, to
znaczy jako funkcja zmiennej zespolonej. Jednak gtéwnym celem pracy
byto zbadanie rozmieszczenia liczb pierwszych; funkcja dzeta byta tyl-
ko srodkiem do tego. Jak widzieliSmy wczesniej ((s), pojawita sie juz
w pracach Jacoba Bernoulliego i Leonarda Eulera, ale rozwazana byta
wylacznie jak funkcja argumentu rzeczywistego, co w drastyczny sposéb
ograniczato zakres mozliwych zastosowan. Przejscie do dziedziny zespo-
lonej otworzylo nowe perspektywy. Punktem wyjscia pracy Riemanna
jest definicja

i
C(s) = Z o
n=1
formalnie tozsama z (2) wraz z tozsamoscia Eulera (3):

-1
=] (1 - pl)
P
z jedna, ale zasadnicza r6znica: u Riemanna s oznacza dowolna liczbe
zespolona o czesci rzeczywistej wiekszej od 1.

Warto teraz przyjac¢ pewna konwencje dotyczaca zapisu liczb zespolo-
nych, wprowadzona zreszta przez Riemanna i od tego czasu powszechnie
stosowana w analitycznej teorii liczb. Mianowicie od tego momentu licz-
by zespolone bedziemy zapisywaé w postaci

s=0+it,

18 B. Riemann, Gesammelte mathematische Werke, wissenschaftlicher Nachlass und Nach-

trige. Nach der Ausgabe von Heinrich Weber und Richard Dedekind neu he-
rausgegeben von Raghavan Narasimhan. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig, 1862;
Springer-Verlag, Berlin (1990).

19 B. Riemann, Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse. Monats-
berichte der Berliner Akademie, November 1859, 671-680.
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gdzie 0 it sa liczbami rzeczywistymi (zwanymi odpowiednio czescia
rzeczywista i czescia urojona liczby s). Rownanie o > 1 okresla péiptasz-
czyzne (otwarta) skladajaca sie ze wszystkich liczb zespolonych o czesci
rzeczywistej wiekszej od 1. Jest to tak zwana poétplaszczyzna zbieznosci
bezwzglednej funkcji dzeta. W tym obszarze ((s) jest zdefiniowana jako
suma dobrze zbieznego szeregu i w zwiazku z tym stosunkowo fatwo tam
jest badac jej wlasnosci. Réwniez iloczyn Eulera jest w tej potptaszczyznie
zbiezny bezwzglednie. W obu przypadkach zbieznos¢ jest niemal jedno-
stajna izgodnie z ogélna teoria kazde z wyrazen (tzn. zaréwno szereg, jak
iiloczyn) definiuja funkcje holomorficzna, oczywiscie w obu przypadkach
te sama. W szczego6lnosci tozsamosé Eulera (3) zachodzi dla wszystkich
o>1

Dla pozostatych liczb zespolonych s funkcje C(s) definiujemy poprzez
przediuzenie analityczne. Okazuje sie przy tym, jak wykazat Riemann,
ze ((s) jest funkcja holomorficzna dla wszystkich wartosci zespolonych s,
z wyjatkiem punktu s = 1, gdzie ma tak zwany biegun pojedynczy (z re-
siduum réwnym 1). Czytelnik, dla ktérego terminy, ktore sie tu pojawity,
brzmia obco i niezrozumiale, moze je rozumie¢ jako synonim wyraze-
nia ,funkcja o bardzo regularnych wilasnosciach”. Nie znaczy to wcale,
ze poza pélplaszczyzna o > 1 wlasnosci funkcji dzeta tatwo poddaja sie
badaniu. Niektore z nich nadal opieraja sie wysitkom matematykow, na
czele ze stynna Hipoteza Riemanna, o ktérej bedzie mowa obszerniej za
chwile. Jest rzecza oczywista, ze Riemann wiedzial znacznie wiecej na
temat funkcji dzeta od tego, co umiescit w swojej pracy. Dowody w niej
zawarte sa zaledwie z grubsza naszkicowane lub tez zupeinie pominiete.
Zostaly one w znakomitej wiekszo$ci uzupelnione staraniem innych ma-
tematykoéw, jednak juz po $mierci Riemanna. Dzisiaj na temat funkcji dze-
ta wiemy bardzo duzo, ale — dodajmy od razu —nie tyle, ile bySmy chcieli.
Jej wlasno$ciom poswieconych jest kilka klasycznych monografii?’ oraz
olbrzymia i trudna do oszacowania liczba prac specjalistycznych.

20 Por. np. E.C. Titchmarsh, The Theory of the Riemann Zeta-function. 2" ed. revised by
D.R. Heath-Brown, New York: The Clarendon Press, Oxford University Press, 1986;
H.M. Edwards, Riemann’s zeta function, Pure and Applied Mathematics 58, New York-
London: Academic Press, 1974; A. Ivi¢, The Riemann zeta function. New York: Wiley-
Interscience, 1985; S.]. Patterson, An introduction to the theory of the Riemann zeta-function.
Cambridge Studies in Advanced Mathematics 14, Cambridge: Cambridge University
Press, 1988.
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Memorial Riemanna rozpoczal, trwajacy zreszta do dnia dzisiejszego,
okres systematycznego badania analitycznych wiasnosci funkgji dzeta
oraz jej arytmetycznych zastosowan. Mozna przyjaé, ze wraz z pojawie-
niem sie pracy Riemanna zostala stworzona nowa dziedzina badan zwana
analityczng teorig liczb. Samego Riemanna nalezy uznac¢ za jej prekursora,
chociaz, jak widzieliSmy wczesniej, praca Riemanna z pewnoscia bylta
inspirowana o ponad wiek wczedniejszymi odkryciami Eulera.

Oprocz ustalenia przediuzenia analitycznego na cala ptaszczyzne ze-
spolona z usunietym punktem s = 1, Riemann wykazat, ze funkcja ((s)
spelnia nastepujace réwnanie funkcyjne

n—s/Zr( ) C(s) = m1- 5)/21“( )C(l—s) (12)

gdzie I'(s) oznacza tak zwana funkcje gamma Eulera. Jest to jedna z naj-
wazniejszych funkcji nieelementarnych, ktorej definicje pomijam, aktorej
wlasnosci sa dos¢ dobrze poznane. Wygodnie jest wprowadzié nastepujaca
funkcje zmiennej zespolonej s

£(s) = —s(s N zr( )c<s> (13)

Ze znanych juz nam wilasnosci funkcji dzeta wnosimy, Zze jest to funkcja
catkowita (holomorficzna na catej plaszczyznie zespolonej), a wzor (12)
mozna zapisa¢ w nastepujacy elegancki sposéb

&(s) =& —s).

Réwnanie funkcyjne méwi nam, ze wiasnosci funkcji dzeta w péiptasz-
czyznie ¢ < 0 mozna odczytaé¢ z wlasnosci w pétplaszczyznie o > 1,
a wiec stosunkowo tatwo. Pozostaje pas pionowy

0<o<1,

zwany pasem krytycznym. Zasadnicza czes¢ teorii funkcji dzeta dotyczy
wlasnie jej wlasnosci w pasie krytycznym, a w istocie (ze wzgledu na
réwnanie funkcyjne) w prawej polowie tegoz pasa: 1/2 < 0 < 1. Szcze-
gblne miejsce w teorii zajmuje tak zwana prosta krytyczna o = 1/2, bedaca
osia symetrii pasa krytycznego.

Poniewaz, jak juz powiedziano, funkcja dzeta jest dobrze okreslona
dla wszystkich liczb zespolonych s # 1, wyrazenia postaci (1 — n) maja
Sci$le okredlony sens dla wszystkich liczb naturalnych 7. Jest to zasadnicza
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réznica (i postep) w poréwnaniu z sytuacja, z ktéra musiat zmagac sie
Euler. Zauwazmy, ze szereg

1—2"1 431

wystepujacy w liczniku po lewej stronie wzoru (4) to nic innego jak

" = 1) - n).

Likwiduje to ,dziwnos¢” wzoru Eulera, a stosowana przez niego metode
sumacyjna Abela zastepuje przedtuzeniem analitycznym. Analizujac w
ten sposob wzér (4), dochodzi sie do wniosku, ze jest on szczegélnym
przypadkiem réwnania funkcyjnego (12).

Kazda liczbe zespolona w, dla ktérej {(w) = 0 nazywamy zerem funkcji
dzeta Riemanna. Bezposrednio z tozsamosci Eulera (3) widag¢, ze ((s) # 0
dla ¢ > 1, a wiec w tej pdlplaszczyznie nie ma zadnych zer. Z réwna-
nia funkcyjnego (12) oraz ze znanych wiasnosci funkcji gamma Eulera
wynika, ze

(-2n)=0 dlan=1,2,3,...

Zatem ujemne parzyste liczby catkowite sa zerami funkcji dzeta; sa to tak
zwane zera trywialne. Oprocz nich ((s) posiada nieskoriczenie wiele zer
lezacych w pasie krytycznym

p=p+iy (0<p<1),
zwanych zerami nietrywialnymi, ktére odgrywaja pierwszoplanowa role
w calej teorii.
Warto na chwile zatrzymac sie w tym miejscu i wyjasni¢, dlaczego tak
jest. Ot6z z ogolnej teorii funkcji zmiennej zespolonej?! wynika, ze dla
dowolnej liczby zespolonej s zachodzi nastepujaca réwnosé

1 s S\ s

&) = 5¢' H(l— 5) 7,
gdzie A jest pewna stata?, natomiast p przebiega wszystkie nietrywialne
zera funkcji {(s). Wida¢ stad, ze polozenie zer w zupelnosci determinu-
je zachowanie sie funkgji dzeta. Z drugiej strony funkcje dzeta mozemy

2L Chodzi tu o teorie Hadamarda funkcji catkowitych skoriczonego rzedu.
2 Mozna wykazaé, ze A = log2 + $logm — 1 — 1y, gdzie y = 0.577215664..... jest tak
zwana stata Eulera.
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przedstawi¢ w postaciiloczynu Eulera (3). Mozna wiec powtérzy¢ powyz-
sze stwierdzenie o roli zer w odniesieniu do liczb pierwszych: potozenie
liczb pierwszych w zupelnosci determinuje zachowanie sie funkgji dzeta.
Mamy wiec oczywista dualno$¢ miedzy zerami funkgji dzeta a liczbami
pierwszymi, co powoduje, Ze w pewnym sensie badanie tych obiektow
jest rtownowazne. Zera sa obiektami znacznie bardziej enigmatycznymi
niz liczby pierwsze — juz samo zagadnienie ich istnienia wymaga do-
wodu — niemniej jednak, do§¢ paradoksalnie, sa w wielu aspektach ta-
twiejsze do zbadania. Wynika to z faktu, Ze przy ich badaniu mamy do
dyspozycji bogaty arsenat srodkéw analizy zespolonej. Nieprzypadkowo
memorial Riemanna pojawit sie w okresie rozkwitu teorii funkcji zmien-
nej zespolonej. Na przestrzeni ponad stu lat, ktére dziela badania Eulera
problemu bazylejskiego i prace Riemanna, matematycy stworzyli nowe
potezne narzedzie, ktére pozwolito na rozwdj idei, obecnych juz w pra-
cach genialnego Szwajcara. Pojawienie sie takiej mozliwosci zapewne le-
glo u podstaw zainteresowania sie Riemanna liczbami pierwszymi. Byta
to jego gléwna motywacja, ktérej zreszta dat wyraz w tytule swojej pracy,
ktéry w ttumaczeniu brzmi: O liczbie liczb pierwszych ponizej danej granicy.
Jednoznacznie wiec wskazuje on funkgje liczaca liczby pierwsze m(x) jako
glowny przedmiot badan.

Z réwnania funkcyjnego (12) wynika, ze zera nietrywialne leza syme-
trycznie wzgledem prostej rzeczywistej (zasada odbicia Schwarza) oraz
prostej krytycznej. Inaczej méwiac, jesli p =  + iy jest zerem nietrywial-
nym, to réwniez liczby p — iy, (1 — ) + iy oraz (1 — ) — iy sa zerami
nietrywialnymi. Z ogélnej teorii funkcji zmiennej zespolonej wynika, ze
w kazdym prostokacie o wierzchotkach 0,1, 1+iT oraz iT, gdzie T oznacza
dowolna dodatnia liczbe rzeczywista, liczba zer jest skoriczona; oznacz-
my ja przez N(T). Poniewaz zer jest nieskoriczenie wiele, wiec wielko$¢
ta roénie do nieskoriczonoéci wraz z T’ dazacym do nieskoriczonoéci. Ale
jak szybko? Riemann podat nastepujaca formute asymptotyczna®

T T
N(T) = 7 log - + O(logT). (14)

Jak powiedziano wczeéniej, gtéwna motywacja pracy Riemanna to
badanie funkcji 71(x) metodami analitycznymi. Wynikiem tych dociekan

2 Scisty jej dowéd przedstawit von Mangoldt w 1905 roku w pracy Zur Verteilung der
Nullstellen der Riemannschen Funktion &(f). Math. Ann. 60(1905), 1-19.
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byla nastepujaca formuta w sposéb jawny taczaca liczby pierwsze i nie-
trywialne zera funkgji dzeta

m(x) + 1n(x“Z) + 1n(xl/3)+...
2 B 31 (2 — o2 * dt
= I(X) — ; 1(x ) — log + L t(t2——1)10gt

Zauwazmy, ze lewa strona ma charakter czysto arytmetyczny. Wystepu-
jaca tu funkgja , liczy” liczby pierwsze z odpowiednimi wagami. Doktad-
niej, liczby pierwsze z zakresu Vx < p < x liczone sa z waga 1, liczby
pierwsze z zakresu x!/® < p < +x z waga 3/2 i tak dalej. Prawa strona
ma charakter wybitnie analityczny, w istocie wystepujace tu skfadniki
zwiazane sa z osobliwos$cia funkgji dzeta w punkcie s = 1 oraz z jej zera-
mi, zaréwno trywialnymi, jak i nietrywialnymi. Wktad zer nietrywialnych
jest widoczny explicite w postaci sumy, natomiast wkiad zer trywialnych
ukryty jest w calce wystepujacej po prawej stronie formuty. Chwila zasta-
nowienia prowadzi do nastepujacej idei. Stosunkowo tatwo jest wykazag,
ze po lewej stronie najwiekszym skladnikiem jest 77(x). Trudniejsza spra-
wa jest ze strona prawa. Riemann — stusznie, jak sie p6zniej okazato —
przypuszczal, ze jest to li(x). Ta obserwacja prowadzi do wniosku, Ze
ni(x) ~ li(x), to znaczy do dowodu hipotezy o liczbach pierwszych. Moz-
na wykazag¢, ze do dowodu tej ostatniej wystarczy informacja, iz f < 1 dla
dowolnego nietrywialnego zera funkcji dzeta Riemanna. Staje sie wiec
jasne, ze informacja o polozeniu nietrywialnych zer wewnatrz pasa kry-
tycznego ma podstawowe znaczenie w teorii liczb pierwszych. Wiedzac
o wystepujacych symetriach, Riemann wysunat nastepujace Smiate przy-
puszczenie, znane obecnie pod nazwa Hipoteza Riemanna:

Wszystkie nietrywialne zera funkcji dzeta lezq na prostej krytycznej:
1 .
p=5tiy.

W ciagu ponad 150 lat, ktére uplynety od jej postawienia, matema-
tycy zdali sobie sprawe z doniostych konsekwencji, ktére ona implikuje.
W chwili obecnej Hipoteza Riemanna uwazana jest — zupelnie stusznie
- za najwazniejszy otwarty problem matematyczny. Jest to jeden z tak
zwanych Probleméw Millenijnych, siedmiu zagadniefi ogloszonych przez
Instytut Matematyczny Claya w 2000 roku; za rozwiazanie kazdego z nich
wyznaczono milion dolaréw nagrody.
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TWIERDZENIE O LICZBACH PIERWSZYCH

Hipoteze o liczbach pierwszych (6) — (8) udowodnili (niezaleznie od
siebie) Charles-Jean de la Vallée Poussin® oraz Jacques Hadamard® w ro-
ku 1896, a wiec niecate czterdziesci lat po opublikowaniu pracy Rieman-
na%. Od tej pory wzory te nosza nazwe Twierdzenia o liczbach pierwszych.
W istocie wypelnili oni doktadnie program naszkicowany przez Rieman-
na, otrzymujac twierdzenie o liczbach pierwszych jako wniosek z faktu,
ze cze$cirzeczywiste nietrywialnych zer sa mniejsze od 1, inaczej méwiac,
ze

CA+it)#0 (—o0 < t < 00).

De la Vallée Poussin dodatkowo wyznaczyt obszar lezacy wewnatrz pasa
krytycznego i zawierajacy prosta pionowa s = 1 + it, ktéry jest wolny od
zer funkcji dzeta. W konsekwencji wykazal, ze istnieje stata dodatnia ¢
taka, ze

1i(x) = li(x) + O(x exp(—co y/1og x)), (15)

co jest nieco silniejsza wersja wzoru (10). Udowodnienie Twierdzenia
o liczbach pierwszych byto ogromnym osiagnieciem, ktére na trwate wpi-
sato sie do kanonu najwiekszych dokonan matematyki.

Warto tutaj nadmieni¢, ze przez diugie lata uwazano, ze Twierdzenia
o liczbach pierwszych nie da sie udowodni¢ bez uzycia srodkéw analizy
zespolonej (lub jej réwnowaznych). Dopiero w 1949 roku Atle Selberg?’-2
i P. Erd6s?’*° znalezli catkowicie elementarny dowéd, to znaczy dowéd
niewymagajacy uzycia zaawansowanych poje¢ analizy matematyczne;j.

2% Charles-Jean de la Vallée Poussin (1866-1962) — matematyk belgijski.

% Jacques Hadamard (1865-1963) — matematyk francuski.

2% J.Hadamard, Sur la distribution des zéros de la function {(s) et ses conséquences arithméti-
que. Bull. Soc. Math. France 24 (1896), 199-220; Ch.-]. de la Vallée Poussin, Recherches
analytiques sur la théorie des nombres premiers. Ann. Soc. Sci. Bruxelles 20 (1896), 183-256.
27 Atle Selberg (1917-2007) — matematyk norweski, Medal Fieldsa w 1950 r.

2 A.Selberg, An elementary proof of the prime-number theorem. Ann. of Math. 50(2)(1949),
305-313.

2 Paul Erd6s (1913-1996) — matematyk wegierski.

30" P. Erdés, On a new method in elementary number theory which leads to an elementary
proof of the prime number theorem. Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. A. 35(1949), 374-384.
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Nalezy tutaj zaznaczy¢, ze termin ,elementarny” nie jest synonimem ter-
minu ,fatwy”. W istocie rozumowanie Erdésa-Selberga do tatwych nie
nalezy, a podejscie analityczne, mimo zastosowania bardziej zaawanso-
wanych érodkéw, jest prostsze.

WARUNKI ROWNOWAZNE HIPOTEZIE RIEMANNA

Znanych jest bardzo duzo stwierdzen réwnowaznych Hipotezie Rie-
manna opartych na istotnie réznych ideach®, wiele z nich ma liczne
warianty. To sprawia, ze liczba mozliwych sformutowan Hipotezy jest
nieograniczona. Oto kilka przykiadéw.

Hipoteza jest stwierdzeniem dotyczacym funkcji zmiennej zespolone;j,
w konsekwencji najbardziej oczywiste sa jej przeformutowania w jezyku
tej teorii. Oznaczmy przez p(n) tak zwana funkcje Mobiusa, jedna z najwaz-
niejszych funkgji arytmetycznych badanych w teorii liczb. Zdefiniowana
jest ona wzorem

1 gdyn=1,
p(n) =< (=1)"  gdy njest iloczynem r r6znych liczb pierwszych,
0 w pozostalych przypadkach.

Dla ¢ > 1 zachodzi nastepujacy wzoér
1 i p(n)
o &
Hipoteza Riemanna jest w spos6b oczywisty réownowazna stwierdzeniu,
ze funkcja 1/(s) jest holomorficzna dla ¢ > 1/2. To z kolei jest rownowaz-
ne temu, Ze powyzszy szereg jest zbiezny w tej pétptaszczyznie.

Inny warunek konieczny i dostateczny dla prawdziwosci Hipotezy
Riemanna jest nastepujacy>>

U(s)#0 dla 0<o0<1/2,

31 Por. Kevin Broughan, Equivalents of the Riemann Hypothesis, vol. 1 and 2., Cambridge:
Cambridge University Press, 2017.

32 Wystepujacy tu symbol {'(s) oznacza pochodna (zespolona) funkdji dzeta Rieman-
na.
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coudowodnit Andreas Speiser®®. Natomiast Jeffrey C. Lagarias* wykazat,

ze jest nim réwniez to, iz%°

‘R(%(s)) >0 dla o> %

Cata serie warunkéw réwnowaznych mozna sformutowac w jezyku
arytmetyki. OczywiScie podstawowy z nich dotyczy liczb pierwszych: Hi-
poteza Riemanna jest rownowazna silnemu oszacowaniu wielkosci czto-
nu resztowego w Twierdzeniu o liczbach pierwszych:

n(x) = li(x) + O(Vxlog x). (16)

Z cytowanego wczesniej twierdzenia Littlewooda (11) wynika, ze tego
oszacowania nie mozna juz bardziej, w sposéb znaczacy poprawic. Po-
dobne warunki réwnowazne mozna formutowaé, uzywajac innych funk-
¢ji arytmetycznych. Dla przyktadu Hipoteza Riemanna jest rtwnowazna
nastepujacemu oszacowaniu sumy wartosci funkcji Mobiusa: dla dowol-

nego ¢ >0
Y um)

n<x

< xV2HE (x = xp(e)). (17)

Powyzsze stwierdzenie mozna przeformutowaé w jezyku teorii macie-
rzy w sposéb nastepujacy. Dla ustalonej liczby naturalnej n definiujemy
macierz Redheffera R, = [R,(i, j)] stopnia 1, okreslajac jej wyrazy wzorem

R,(i, ) = 1 jeslij=1lubij,
"1 =00 w przeciwnym wypadku.
Mozna wykazag¢, ze

n
detR, = Z w(n).
k=1

Whioskujemy stad, ze Hipoteza Riemanna jest rownowazna stwierdze-
niu, ze dla dowolnego ¢ > 0

detR, < n"*¢  (n > ny(e))

3 A. Speiser, Geometrisches zur Riemannschen Zetafunktion. Math. Ann. 110(1935), no.
1, 514-521.

3 1.C. Lagarias, On a positivity property of the Riemann &-function. Acta Arith.
89(3)(1999), 217-234.

% Dla dowolnej liczby zespolonej z, symbol R(z) oznacza jej czes¢ rzeczywista.
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(Raymond M. Redheffer®®.) Fakt ten mozna réwniez wyrazi¢ w terminach
teorii grafow®.

Wariantem poprzedniego warunku réwnowaznego jest nastepujacy,
sformutowany za pomoca tak zwanej funkcji Liouville’a. Definiujemy ja
wzorem

Am) = (=1)°,
gdzie w(n) oznacza liczbe réznych dzielnikéw pierwszych liczby n. Po-
dobnie jak w przypadku funkcji Mobiusa, Hipoteza Riemanna jest réw-
nowazna temu, ze dla dowolnego ¢ > 0

Zum

n<x
Zupelnie inny warunek réwnowazny, uzywajacy funkcji (1) réwnej
sumie dzielnikéw naturalnych liczby 1, podat Guy Robin®:

< x2FE (x = xp(e)).

HR < o(n) <e'nloglogn dla n > 5041.

Zwraca uwage elementarnos¢ tego warunku.

Zaskakujace jest to, ze Hipoteze Riemanna mozna sformutowa¢, uzy-
wajac zwyktych utamkéw. Mozliwo$é taka opisat Jérome Franel®® w 1924
roku. Ciggiem Fareya rzedu n nazywamy ciag rosnacy liczb wymiernych
(utamkow) postaci a/g, gdzie 0 < a < g < n oraz a i g sa wzglednie
pierwsze. Zapiszmy taki ciag nastepujaco

m<mnm<...<ny

Hipoteza Riemanna jest rownowazna stwierdzeniu, ze utamki te utozone
sa ,bardzo regularnie”. Doktadniej,
m 2

nj—=| < n I (> np(e)).

m

j=1

% R.M. Redheffer, Eine explizit losbare optimierungsaufgabe. Internat. Schriftenreihe Nu-
mer. Math. 142(1977), 141-152.

%7 Por. W. Barratt, R.W. Forcade, A.D. Pollington, On the spectral radius of a (0,1) matrix
related to Mertens’ function. Linear Algebra Appl. 107(1988), 151-159.

% G. Robin, Grandes valeurs de la fonction somme des diviseurs et Hypothése de Riemann.
J. Math. Pures Appl. (9) 63(1984), no. 2, 187-213.

% ].Franel, Les suites de Farey et le probleme des nombres premieres. Géttinger Nachrichten
(1924), 198-201.
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Istnieje cata grupa warunkéw réwnowaznych Hipotezie Riemanna,
ktore postuluja staly znak pewnych wyrazeni. Do tej grupy nalezy tak
zwane kryterium Li*", ktore stwierdza, ze Hipoteza jest prawdziwa wtedy
i tylko wtedy, gdy

Z(l—(l—%) )>0 dla n=0,1,2,...

p

Inny warunek réwnowazny, nawiazujacy do dodatniej okreslonosci, sfor-
mutowat Gy&rgy Pélya*!:

f ) f ) D () D(B)e @ PV (q — B)? da df > 0

dla dowolnych rzeczywistych x i y, gdzie
D(u) = Z(2n4nze%” - 3n2neg”)e_”2”€2".
n=1

Ciekawe jest to, ze Hipoteze Riemanna mozna sformutowaé w termi-
nach analizy funkcjonalnej. Oznaczmy przez L*(0, 1) przestrzeni Banacha
funkgji catkowalnych z kwadratem (w sensie Lebesgue’a) na przedziale
(0, 1). Hipoteza Riemanna jest rtownowazna stwierdzeniu, ze zbiér funkcji
postaci

£ =) o/t
k=1
gdzie dla dowolnej liczby rzeczywistej x symbol {x} = x — [x] oznacza
cze$¢ ulamkowa x, natomiast parametry 0y i wsp6élczynniki ¢, spelniaja
warunki
Or €(0,1) oraz ch =0,
k=1

40 Xian-Jin Li, The Positivity of a Sequence of Numbers and the Riemann Hypothesis.
J. Number Theory 65(1997), 325-333.

4 G.Polya, Uber die algebraisch funktiontheoretischen Untersuchungen von |.L.W.V. Jensen.
Kgl. Danske Videnskabernes Selskab. 7(1927), No.17.
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jest gesty w L2(0, 1) (B. Nyman*?). Inny warunek réwnowazny odwolujacy
sie do tej samej przestrzeni funkcyjnej mozna sformutowac nastepujaco.
Niech

A:1%0,1) = L*0,1)

bedzie operatorem catkowym zdefiniowanym wzorem
1
afw = [ ol e geronueom
0

Hipoteza Riemanna jest rtownowazna stwierdzeniu, ze A jest réznowar-
tosciowy, to znaczy dla réznych funkgi f,¢ € L*(0,1) przyjmuje rézne
wartodci (J. Alcantara-Bode*?).

Warunek réwnowazny wyrazony w terminach analizy funkcji zmien-
nej rzeczywistej podat Marcel Riesz*: dla dowolnego ¢ > 0

k k
( 1) ! 1/2+€

przy x > xo(e).

Na zakoriczenie tego krétkiego przegladu warto wspomnie¢ o warun-
ku réwnowaznym z Hipoteza Riemanna sformutlowanym w terminach
algebry, a $ciSlej mowiac teorii grup. Niech S, oznacza grupe symetryczna
zbioru n-elementowego, ktérej elementami sa permutacje zbioru
{1,2,...,n}, a dziataniem grupowym skladanie permutacji. Niech ponad-
to g(n) oznacza maksymalny rzad elementu S,. Hipoteza Riemanna jest
rownowazna temu, ze

log g(n) < (li(n)) "2
(J.-P. Massias, J.-L. Nicolas, G. Robin®®).

42 B. Nyman, On some groups and semigroups of translations. Thesis, Uppsala (1950).

4 J. Alcantara-Bode, An integral equation formulation of the Riemann hypothesis. Integral
Equations Operator Theory 17(1993), no. 2, 151-168.

4 M. Riesz, Sur I'hypothése de Riemann. Acta Mathematica 40(1916), 185-190.

45 ].-P.Massias, J.-L. Nicolas, G. Robin, Evaluation asymptotique de I'ordre maximum d'un
élément du groupe symétrique. Acta Arith. 50(1988), 221-242.
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FUNKCJE L W TEORII LICZB

Funkcja dzeta Riemanna jest tylko jedna z wielu podobnych funkcji
rozwazanych w teorii liczb i znanych pod wspélna nazwa funkcji L. Po-
jawily sie one w spos6b naturalny przy badaniu rozmaitych zagadnieni
arytmetycznych i z biegiem czasu staly sie nieodzownym narzedziem
w rekach teoretykéw liczb. Trudno podaé Scista definicje funkgji L.
Najbardziej udana proba aksjomatyzacji pochodzi od Atle Selberga,
ktéry w 1989 roku wyodrebnit najwazniejsze wtasnosci znanych funk-
qji L i przyjat je jako aksjomaty tak zwanej klasy Selberga*. Pomijajac
funkcje stala réwna 1, funkcja dzeta Riemanna jest najprostszym, ale
niezwykle waznym elementem tej klasy. Przytoczenie definicji innych
elementéw wykracza poza skromne ramy niniejszego opracowania.
Ogranicze sie tylko do wymienienia niektérych z nich, jednocze$nie
kierujac zainteresowanego Czytelnika do stosownej literatury. Od razu
chciatbym uprzedzi¢, Zze osobie nieposiadajacej odpowiedniego przygo-
towania matematycznego wymienione nazwy moga niewiele méwic.
Przytaczam je, aby zilustrowac¢ fakt, iz przygladajac sie funkgji dzeta
Riemanna, widzimy tylko wierzchotek gory lodowej, przejaw znacz-
nie rozleglejszej teorii. Dodajmy, ze dla wszystkich wymienionych nizej
funkcji spodziewamy sie, iz prawdziwy jest odpowiednik Hipotezy Rie-
manna.

Roézne rodzaje funkgji L:

e funkgje L Dirichleta z charakterami pierwotnymi?’,

e funkcje dzeta Dedekinda ciatalgebraicznych oraz funkcje L Heckego

z pierwotnymi charakterami Heckego®,
e funkcje L Artina nieprzywiedlnych reprezentacji Galois*’,
e funkcje dzeta form modularnych (newforms i Maass waves) oraz, ogol-

46 A. Selberg, Old and new conjectures and results about a class of Dirichlet series. Proce-
edings of the Amalfi Conference on Analytic Number Theory (Maiori, 1989), 367-385,
Univ. Salerno, Salerno, 1992.

47 H. Davenport, Multiplicative number theory, Third edition. Revised and with a pre-
face by Hugh L. Montgomery. Graduate Texts in Mathematics, 74. Springer-Verlag,
New York, 2000. xiv+177 pp.

48 W. Narkiewicz, Elementary and analytic theory of algebraic numbers, Third edition.
Springer Monographs in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 2004. xii+708 pp.

4 H. Heilbronn, Zeta-functions and L-functions. Algebraic Number Theory (Proc. In-
structional Conf., Brighton, 1965), 204-230, Thompson, Washington, D.C., 1967.
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niej, funkcje L reprezentacji automorficznych (funkcje L Langland-
sa)50,

e globalne funkcje L rozmaitosci algebraicznych nad ciatami skoriczo-
nymi (w szczegolnosci funkcje Hassego-Weila krzywych eliptycz-
nych)°.

DLACZEGO HIPOTEZA RIEMANNA JEST WAZNA?

Hipoteza Riemanna jest wazna z powodu swych daleko idacych kon-
sekwencji. Znanych jest obecnie kilkaset twierdzerh warunkowych, ktére
sa prawdziwe przy zatozeniu Hipotezy Riemanna. Sa to twierdzenia z re-
guly bardzo silne, znacznie silniejsze od ich wersji ,,bezwarunkowych”, to
znaczy udowodnionych bez zakladania prawdziwosci Hipotezy. Warto
przy tym zwrdéci¢ uwage na fakt, ze wyniki uzyskane przy jej zatozeniu
maja zwykle walor stwierdzen ostatecznych, to znaczy takich, ktérych
ulepszy¢ sie juz nie da. W paragrafie opisujacym warunki réwnowazne
Hipotezie Czytelnik znajdzie szereg wynikéw tego typu. Oczywiscie naj-
bardziej klasyczny przyktad dotyczy oszacowania reszty w Twierdzeniu
o liczbach pierwszych (16). Z Hipotezy Riemanna wynika réwniez, ze
przy dowolnym ¢ > 0 kazdy przedzial postaci

[x, x + x1/2*¢] dla x > xo(e)
zawiera co najmniej jedna liczbe pierwsza, co wiecej liczb tychjest , duzo”:

mi(x + h) — mt(x) ~ h> xl/2+e, (18)

logx '
Hipoteza Riemanna ma daleko idace konsekwencje dotyczace analitycz-

nych wiasnosci funkgji dzeta. W szczeg6lnosci pociaga za soba prawdzi-
wosc tak zwanej Hipotezy Lindelofa:

c(% +it) <t (t > o). (19)

%0 H. Iwaniec, E. Kowalski, Analytic number theory. American Mathematical Society

Colloquium Publications, 53. American Mathematical Society, Providence, RI, 2004.
xii+615 pp.
51 H. Iwaniec, E. Kowalski, ibidem.
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To z kolei jest bardzo wazne przy dowodach wielu innych twierdzen.
Uzyty we wzorze (19) symbol < jest réwnowazny notacji O: zapis f(x) <
g(x) oznacza to samo co f(x) = O(g(x)).

Jeszcze bardziej spektakularne konsekwencje ma uogélniona Hipoteza
Riemanna, to znaczy Hipoteza postulujaca, ze nietrywialne zera réznych
funkdji L leza na prostej krytycznej. Ze wzgledu na dos¢ techniczny cha-
rakter zagadnien, ktére zamierzamy teraz zasygnalizowac, mniej przygo-
towany Czytelnik moze bez zadnej straty pomina¢ lekture dalszej czesci
tego podrozdziatu.

Bezposrednie uogodlnienia Twierdzenia o liczbach pierwszych dotycza
liczb pierwszych w postepach arytmetycznych oraz rozmieszczenia ide-
aléw pierwszych w ciatach liczb algebraicznych. Bardzo ogdlny wy-
nik tego typu mozna sformutowac nastepujaco. Niech L/K bedzie roz-
szerzeniem Galois ciat liczbowych, natomiast p C Ok ideatem pierw-
szym, nierozgalezionym w L/K, zas C C Gal(L/K) — klasa elementéw
sprzezonych w grupie Galois rozszerzenia L/K. Niech ponadto

) = #lo € Oxs| =] € NG < ),

gdzie

=
p
oznacza tak zwany symbol Artina. Przy zatozeniu prawdziwosci Hipo-

tezy Riemanna dla funkcji L Heckego, przy dowolnym ¢ > 0 zachodzi
nastepujacy wzor asymptotyczny

nc(x) = (L#:CK) li(x) + O(x'/2*%),

Prawdziwos$¢ uogdlnionej Hipotezy Riemanna pociaga za soba praw-
dziwosé¢ Hipotezy Artina o pierwiastkach pierwotnych. Mozna ja sfor-
mulowaé nastepujaco. Liczbe catkowita a nazywamy pierwiastkiem pier-
wotnym modulo p, gdzie p jest liczba pierwsza, gdy dla dowolnej liczby
catkowitej b, niepodzielnej przez p, istnieje wyktadnik k € IN taki, ze

b= ak(modp).
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Hipoteza Artina postuluje, ze kazda liczba catkowita a # —1, niebedaca
kwadratem, jest pierwiastkiem pierwotnym dla nieskoriczenie wielu liczb
pierwszych p. Oznaczmy przez N,(x) liczbe liczb pierwszych p < x, dla
ktérych ajest pierwiastkiem pierwotnym. Hipoteza Artina przewiduje, ze
N,(x) = oo przy x — co. Christopher Hooley>* udowodnit w 1967 roku,
ze jezeli prawdziwa jest Hipoteza Riemanna dla funkgji dzeta Dedekinda
ciat liczbowych, to
N, (x) ~ com(x)

dla pewnej statej ¢y > 0. Roger Heath-Brown® wykazal bez zaktadania
zadnych nieudowodnionych hipotez, ze istnieja co najwyzej dwie liczby
pierwsze a, dla ktérych Hipoteza Artina nie jest prawdziwa.

Uogolniona Hipoteza Riemanna ma takze ciekawe konsekwencje
w geometrii algebraicznej. Niech E i E’ beda nieizogenicznymi krzywymi
eliptycznymi nad ciatem liczb wymiernych Q, o przewodnikach réwnych
Ng i Np odpowiednio. Hipoteza Riemanna dla funkcji Hassego-Weila
implikuje®, Ze istnieje liczba pierwsza

p <1og*(NgNp),

dla ktorej redukeje Ep i E}, sa krzywymi eliptycznymi nad p-elementowym
cialem skoniczonym IF, oraz

#E, + #E).

HIPOTEZA I RZECZYWISTOSC

WspomnieliSmy poprzednio, ze Hipoteza Riemanna pociaga za soba
prawdziwos¢ Hipotezy Lindelofa. Wyznaczanie dopuszczalnych warto-
$ci ¢ w oszacowaniu (19) jest klasycznym zagadnieniem analitycznej teorii
liczb, ktéremu poswiecono wiele prac, opracowujac bardzo wyrafinowa-

52 C.Hooley, On Artin’s conjecture. J. Reine Angew. Math. 225(1967), 209-220.

% D.R. Heath-Brown, Artin’s conjecture for primitive roots. Quart. J. Math. Oxford Ser.
(2) 37(1986), no. 145, 27-38.

5% ].-P.Serre, Quelques applications du théoreme de densité de Chebotarev. Collected Papers,
vol. III (1972-1984), 563-641, Springer Verlag 1986.
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ne metody. Ostatni krok postawit niedawno (2017) Jean Bourgain®, ktory
udowodnit, ze Hipoteza Lindelofa zachodzi dla ¢ > 13/84.

Dla ustalonych liczb 0 > 1/2 oraz T > 0 oznaczmy przez N(o, T)
liczbe nietrywialnych zer p = p+1iy funkcji dzeta Riemanna spetniajacych
nieréwnosci

B>o oraz [y|<T.

Oczywiscie Hipoteza Riemanna przewiduje, ze

N(o,T)=0 dla ¢ > %,T>O.

Tego nie potrafimy obecnie dowie$¢, ale mozliwe do uzyskania sa stabsze
rezultaty postaci

N(o, T) < T/@ (1/2<0<1,T>0),

gdzie f(o) jest nierosnaca funkcja zmiennej o € [1/2,1] taka, ze 0 < f(0) <
1, a takze oszacowania typu

N(o, T) < T (1/2<0<1,T>0), (20)

gdzie c jest pewna stata. Wyniki tego typu nosza nazwe twierdzeri gesto-
Sciowych. Znana Hipoteza Gestosciowa postuluje, ze oszacowanie (20)
jest prawdziwe dla dowolnego ¢ > 2, ale najlepszy obecnie znany wy-
nik pochodzi od Martina Huxleya® z roku 1972, ktéry wykazat, ze za ¢
mozna wzia¢ dowolna liczbe wieksza od 12/5. W roku 2000 Jean Bourga-
in®” udowodnit, ze Hipoteza Gesto$ciowa jest prawdziwa dla o > 25/32.
Wiadomo, ze Hipoteza Lindelofa implikuje Hipoteze Gestosciowa. Cie-
kawe jest to, ze Hipoteza Gestosciowa, jakkolwiek ewidentnie znacznie
stabsza od Hipotezy Riemanna, wystarcza do wykazania bardzo silnego
wyniku dotyczacego rozmieszczenia liczb pierwszych w , krétkich” prze-
dziatach, a mianowicie wzoru (18), bedacego — jak stwierdziliSmy wcze-

5 . Bourgain, Decoupling, exponential sums and the Riemann zeta function. ]. Amer.
Math. Soc. 30(2017), no. 1, 205-224.

% M.N. Huxley, On the difference between consecutive primes. Invent. Math. 15(1972),
164-170.

57 J.Bourgain, On large values estimates for Dirichlet polynomials and the density hypothesis
for the Riemann zeta function. Internat. Math. Res. Notices 2000, no. 3, 133-146.
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$niej — konsekwencja Hipotezy Riemanna. W cytowanej powyzej pracy
z 1972 roku Martin Huxley wykazat, ze formuta (18) jest prawdziwa dla
h> y/[12+e

Hipoteza Riemanna stwierdza, ze obszar ¢ > 1/2 jest wolny od zer
funkcji dzeta Riemanna. WidzieliSmy wczesniej, Ze znacznie slabsze
stwierdzenie (1 + it) # 0 dla —co < t < oo jest podstawa dowodu Twier-
dzenia o liczbach pierwszych. Stad znaczenie twierdzefi wyznaczajacych
obszary wolne od zer, zawierajace punkty wewnatrz pasa krytycznego.
Dla przyktadu, podstawa dowodu formuty (15) jest fakt, wykazany przez
de la Vallée Poussina, ze ((o + it) # 0 dla

Co

o> e+

(=00 <t < 00).

Iwan Winogradow™ oraz niezaleznie Mikotaj Korobow™ wykazali, ze

1

Lo+i)#0 dla 0>1- —
log” |t

(It > to(0) 0 >2/3).
Wynika stad, ze
n(x) = li(x) + O(xe™'8" ¥y | @ <3/5.

Wiele prac poswiecono zerom funkgji dzeta, ktére zachowuja sie zgod-
nie z przewidywaniami, to znaczy leza na prostej krytycznej. Niech No(T)
oznacza funkcje liczaca te zera:

1 .
NO(T):#{p:§+1)/:O<)/<T}.
Oczywiscie zgodnie z Hipoteza Riemanna powinnismy mie¢

No(T) = N(T) (T >0),

gdzie N(T)jest rozwazana juz przez nas poprzednio funkcja liczaca wszyst-
kie zera nietrywialne, por. (14). Pierwszy wazny wynik dotyczacy zer na

% M. Vinogradov, A new estimate of the function C(1 + it), (Russian) Izv. Akad. Nauk
SSSR. Ser. Mat. 22(1958), 161-164.

% N.M. Korobov, Estimates of trigonometric sums and their applications (Russian). Uspehi
Mat. Nauk 13 1958 no. 4 (82), 185-192.

40



prostej krytycznej uzyskat w 1914 roku G.H. Hardy®’, ktéry wykazat®!,
ze takich zer jest nieskoniczenie wiele. Atle Selberg®? udowodnit w 1942
roku, ze dodatnia gestos¢ zer nietrywialnych spetnia Hipoteze Riemanna,
to znaczy, ze

.. No(T)
11Trr_1)g}1f N(T) > 0.
Wynik ten zostat istotnie wzmocniony przez Normana Levinsona® w 1974

roku, natomiast H.M. Bui, Brian Conrey i Matthew Young64 wykazali
w 2011 roku, ze

liminf No(T)

> 0.4105.
T—oo N(T)

Implikuje to, ze ponad 41% nietrywialnych zer funkcji dzeta Rieman-
na lezy na prostej krytycznej. Méwiac obrazowo — aczkolwiek niezbyt
precyzyjnie — Hipoteza Riemanna jest udowodniona w 41 procentach.
W cytowanej powyzej pracy Selberg wykazal réwniez, ze dla dowolnej
funkcji @(f) dazacej do nieskoriczonosci przy + — oo prawie wszystkie
nietrywialne zeta funkcji dzeta leza w obszarze

1o 1, @t
S 2 loglt

2 loglt

(It > 2). 21

Powyzsze stwierdzenie nalezy rozumie¢ w sensie gestosci. Dokladniej,
oznaczajac przez Ni(T) liczbe zer p = B + iy funkcji dzeta Riemanna
w obszarze (21), ktérych czesci urojone spelniaja nieréwnosé |y| < T,
termin ,prawie wszystkie” oznacza, ze

0 Godfrey Harold Hardy (1877-1947) — matematyk angielski.

1 G.H.Hardy, Sur les zéros de la function ((s) de Riemann. C. R. Acad. Sci. Paris 158(1914),
1012-1014.

62 A. Selberg, On the zeros of Riemann’s zeta-function. Skr. Norske Vid. Akad. Oslo L
1942, (1942). no. 10, 59 pp.

63 N. Levinson, More than one third of zeros of Riemann's zeta-function are on o = 1/2,
Advances in Math. 13 (1974), 383-436.

¢ H.M. Bui, B. Conrey, M. Young, More than 41% of the zeros of the zeta function are on
the critical line. Acta Arith. 150(2011), no. 1, 35-64.
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Mozna wiec obrazowo powiedzieé, ze nietrywialne zera, nawet jesli nie
leza dokladnie na prostej krytycznej, to na pewno ,grupuja” sie blisko
niej.

CZY HIPOTEZA RIEMANNA JEST PRAWDZIWA?
ARGUMENTY ,ZA”

ARGUMENT ,ESTETYCZNY”

Przy zatozeniu Hipotezy Riemanna teoria rozmieszczenia liczb pierwszych (i ich
uogdlniert) przybiera najprostszq i zarazem najbardziej eleganckq forme.

Mimo ze trudno uzna¢ ten argument za czysto merytoryczny, to ma on
wéréd matematykéw wielu goracych zwolennikéw. Osobom niebedacym
matematykami czasami trudno jest zrozumie¢ fatwos¢, z jaka ci ostatni
przykfadaja miare estetyczna do teorii matematycznych. Czesto o twier-
dzeniach, formutach czy tez catych teoriach méwia, ze sa ,fadne”, cza-
sami ,,piekne”. Ciekawym zadaniem psychologa nauki byloby zbadanie,
jakie doktadnie odczucia estetyczne kojarza sie matematykom z konkret-
nymi twierdzeniami. Na pewno chodzi tu o dwie podstawowe cechy:
nietrywialnos¢ i prostote. Rzeczy, ktére méwia o czyms$ co$ waznego
i glebokiego w spos6b prosty, jestesmy sktonni uznac za piekne. Z kolei
rozwazania nadmiernie skomplikowane i nieprowadzace do jednoznacz-
nych konkluzji stoja na drugim biegunie tej skali. Zwykle bywa tak, ze od-
powiedzi czesciowe, jakkolwiek czasami wartosciowe, nie oddziatuja na
zmysl estetyczny matematyka wlasnie z tego powodu, ze sa zbyt zawile.
Mamy tu niewatpliwie do czynienia z naturalnym dazeniem do harmo-
nii, ktéra zwykle objawia sie w prostocie. ,Prostote” nalezy tu rozumiec¢
w sposéb subtelny, gdyz nie wyklucza ona glebi. Fakt, ze zakladajac praw-
dziwos¢ Hipotezy Riemanna, mozna w stosunkowo prosty sposéb udo-
wodni¢ wiele waznych twierdzeri dotyczacych liczb pierwszych, czasami
nadajac im forme ostateczna, przemawia do wyobrazni i ma niewatpliwy
walor estetyczny.

ARGUMENT Z GEOMETRII ALGEBRAICZNE]

Odpowiednik Hipotezy Riemanna jest prawdziwy w przypadku funkcji dzeta
rozmaitosci algebraicznych.
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Funkcje dzeta rozwazane w geometrii algebraicznej nie sa bezpo-
$rednim uogodlnieniem funkgji dzeta Riemanna, a wiec przynajmniej na
pierwszy rzut oka mogloby sie wydawac¢, ze twierdzenia ich dotyczace
nie powinny mie¢ dla nas wiekszego znaczenia. W istocie jest inaczej,
gdyz istnieja zadziwiajace podobienistwa miedzy tymi dwiema teoria-
mi. Niestety skromne ramy niniejszego opracowania nie pozwalaja na
dokfadniejsze oméwienie tych podobienstw. Nawet sama definicja geo-
metrycznej funkcji dzeta jest zbyt techniczna, aby ja tutaj przytoczyc.
Dos¢ powiedzie¢, ze geometria algebraiczna zajmuje sie badaniem obiek-
tow geometrycznych zwanych rozmaitosciami, ktérych szczegdlnymi
przypadkami sa zbiory rozwiazan ukladéw réwnan wielomianowych.
Z rozmaitoéciami pewnego typu (np. dla nieosobliwych krzywych rzu-
towych nad cialami skoriczonymi) mozna skojarzy¢ funkcje zmiennej
zespolonej, zwane funkcjami dzeta rozmaitosci, ktére sa w pewnym sen-
sie podobne do funkgji dzeta Riemanna. R6znia sie jednak od tej ostatniej
w sposéb zasadniczy, na przyklad sa zlozeniami funkcji wykladniczej
i wymiernej, a wiec z punktu widzenia analizy sa obiektami nieskon-
czenie prostszymi od funkci dzeta Riemanna. Sa tez uderzajace po-
dobienistwa. Funkcje te sa zdefiniowane za pomoca szeregu Dirichle-
ta, posiadaja odpowiednik iloczynu Eulera i spelniaja pewne réwna-
nie funkcyjne faczace ich wartosci w punktach s i 1 —s. Mozna wiec
méwié w tym przypadku o prostej krytycznej i pytaé, czy wszystkie
ich zera leza na niej (funkcje te nie posiadaja zer trywialnych). Ina-
czej mowiac, w kontekscie geometrycznych funkgji dzeta mozna w spo-
s6b sensowny sformutowaé analogon Hipotezy Riemanna. Podstawowe
pojecia i hipotezy dotyczace funkcji dzeta ogdlnych rozmaitosci alge-
braicznych pochodza od André Weila® i datuja sie na lata 40. ubiegte-
go wieku. W szczegdlnosci w pracy z 1949 roku sformutowat on czte-
ry stynne hipotezy, nazwane p6zniej Hipotezami Weila, ktére opisywa-
ty hipotetyczne wilasnosci geometrycznych funkcji dzeta, miedzy inny-
mi postulowaly prawdziwoéé analogonu Hipotezy Riemanna®. Prace
nad hipotezami Weila przyczynily sie w znamienity sposéb do rozwo-
ju geometrii algebraicznej i w znacznym stopniu rozwdj ten ukierun-

5 André Weil (1906-1998) — matematyk francuski.
6 Por. A. Weil, Numbers of solutions of equations in finite fields, Bulletin of the AMS,
55(1949), 497-508.
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kowaty®’. Stosunkowo szybko udato sie udowodni¢ trzy sposréd czterech
hipotez Weila, przy czym okazato sie, ze sa one wnioskami z rozwinietej
przez Alexandra Grothendiecka® i jego wspétpracownikéw teorii tak
zwanych kohomologii etalnych (mozliwe sa tez inne podejscia). Naj-
trudniejszy do dowodu okazat sie analogon Hipotezy Riemanna, ale
w koricu i jego prawdziwos¢ zostata udowodniona przez Pierre’a De-
ligne’a w latach 70. ubieglego stulecia®. Dowéd odpowiednika Hipote-
zy Riemanna dla funkcji dzeta rozmaitosci algebraicznych jest uwaza-
ny za jedno z najwiekszych osiagnie¢ matematyki dwudziestego wieku.
Jest tez powszechnie uwazany za najistotniejszy argument teoretyczny
przemawiajacy za prawdziwoscia klasycznej Hipotezy Riemanna.

Warto wspomnieé, ze niektére szczegélne przypadki funkcji dzeta
omawianego wyzej typu byly badane przed pojawieniem sie ich ogélnej
teorii. Na przyktad Helmut Hasse” juz w 1933 roku wykazal odpowied-
nik Hipotezy Riemanna w przypadku tak zwanych krzywych eliptycz-
nych’.

ARGUMENT NUMERYCZNY

Dziesig¢ bilionéw (10'3) poczgtkowych zer lezy na prostej krytycznej i sq one
pojedyncze’.

Juz sam Riemann wyznaczyt numeryczne wartosci kilku poczatko-
wych zer nietrywialnych i stwierdzil, ze leza one na prostej krytycz-
nej. Numeryczne wyznaczanie nietrywialnych zer jest motywowane co

7 Por. J. Dieudonné, On the history of the Weil conjectures. The Mathematical Intelli-
gencer 10(1975), 7-21.

68 Alexander Grothendieck (1928-2014) — matematyk francuski pochodzenia niemiec-
kiego, Medal Fieldsa w 1966 r.

% P. Deligne, La Conjecture de Weil I. Publications Math. IHES 43(1974), 273-308; La
Conjecture de Weil 11, Publications Math. IHES 52(1980), 137-252.

70 Helmut Hasse (1898-1979) —- matematyk niemiecki.

71 Wynik opublikowano w 1936 roku w serii prac H. Hasse, Zur Theorie der abstrakten
elliptischen Funktionenkorper I, II & 111. Crelle’s Journal, 175(1936).

72 Stwierdzenie to, jakkolwiek intuicyjnie jasne, wymaga komentarza ze wzgledu na
uzyty kolokwializm ,zera poczatkowe”. Nalezy je rozumie¢ nastepujaco: jezeli zera
nietrywialne o dodatniej czesci urojonej ustawimy w ciag p, =, + iy, n=1,2,3,...,
przyczym0 <y < yp < y3<..,todlal <n< 1013 mamy f, = 1/2. Termin ,zero
pojedyncze” oznacza zero p, dla ktérego C'(p) # 0.
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najmniej dwiema przestankami. Po pierwsze, znalezienie zera nietry-
wialnego lezacego poza prosta krytyczna rozstrzygneloby (negatywnie)
Hipoteze Riemanna, natomiast stwierdzenie, ze wiele z nich lezy na pro-
stej krytycznej jest waznym argumentem za jej prawdziwoscia. Po dru-
gie, wyznaczanie nietrywialnych zer jest dobrym testem na skutecznos¢
istniejacych algorytmoéw oraz wspoétczesnych komputeréw. Postep w ob-
liczeniach numerycznych zer ilustruja nastepujace dane. W roku 1905
znanych bylo 15 poczatkowych zer funkgji dzeta Riemanna (J.P. Gram).
Polozenie poczatkowego tysiaca zer poznaliSmy w 1956 roku (E.C. Titch-
marsh, A. M. Turing), 250 tys. w 1966 roku (R.S. Lehman), 3,5 mIn w 1968
(J.B. Rosser, ].M. Yohe, L. Schoenfeld), a 1,5 mld w 1986 (J. van de Lu-
ne, H.].J. te Riele, D.T. Winter). W XXI wieku liczby te szybko wzrastaty.
W 2001 roku zlokalizowano 10 mld poczatkowych zer (J. van de Lune).
Obecny rzad wielkosci — 10 bilionéw — osiagnieto w 2004 roku”. Pod-
kreSlmy raz jeszcze, ze w trakcie tych rozleglych eksperymentéw nume-
rycznych nie znaleziono zadnego zera poza prosta krytyczna. Wszystkie
znane w dniu dzisiejszym (2018) nietrywialne zera funkcji dzeta Rieman-
na sa pojedyncze.

Dzisiaj kazdy moze tatwo zweryfikowa¢ przy uzyciu popularnego
komputera obliczenia zery ,przedkomputerowej”. Oto wartosci dziesieciu
nietrywialnych (poczatkowych) zer funkgji dzeta Riemanna obliczonych
z dokfadnoscia do dwudziestu miejsc dziesietnych przy uzyciu pakietu
Mathematica. Czas obliczer to utamek sekundy.

p1= % +114.13472514173469379045 . . .
P2 = % +121.02203963877155499262 . ..
p3 = % +125.01085758014568876321 ... .
Pa = % + 1 30.42487612585951321031 ...
Ps = % + 1 32.93506158773918969066 . . .

73 Zainteresowany Czytelnik znajdzie wiele interesujacych informagji na ten temat
w pracy X. Gourdon, The 10" First Zeros of the Riemann Zeta Function, and Zeros
Computation at Very Large Height. Oct. 24, 2004, dostepnej w Internecie pod adresem
http://numbers.computation.free.fr/Constants/Miscellaneous/zetazeros1lel3-1e24.pdf.
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Pe % + 1 37.58617815882567125721 . ..
p7 % +140.91871901214749518739.. ..
P8 % +143.32707328091499951949 . ...
P9 % +148.00515088116715972794 . ...
P10 = % +149.77383247767230218191 ...

ARGUMENT PROBABILISTYCZNY

Jezeli zachowanie sig liczb pierwszych jest ,losowe”, to Hipoteza Riemanna jest
prawdziwa z prawdopodobieristwerm 1.

Jak widzieliSmy poprzednio, Hipoteza Riemanna jest réwnowazna
temu, ze rzad wzrostu funkgji sumacyjnej funkcji Mobiusa jest niewiele
wiekszy od funkcji pierwiastkowej, por. (17). Wiadomo, ze u(n) przyj-
muje tylko wartosci 0 oraz +1. Dla uproszczenia skoncentrujmy sie na
wartosciach niezerowych. Jezeli liczba naturalna (bezkwadratowa) ma
parzysta liczbe dzielnikéw pierwszych, to p(n) = 1, w przeciwnym wy-
padku u(n) = —1. Rozwazmy ciag kolejnych liczb bezkwadratowych

1,2,3,5,6,7,10,11,13,14,15,17,21,22. ..
i odpowiadajacy mu ciag wartosci funkcji Mobiusa
1,-1,-1,-1,1,-1,1,-1,-1,1,1,-1,1,1... (22)

Jezeli zgodzimy sie z pogladem, Ze liczby pierwsze pojawiaja sie w ciagu
liczb naturalnych losowo, to wartosci +1 oraz —1 w ciagu (22) powinny
wystepowac z ta sama czestoscia. Inaczej méwiac, prawdopodobieristwo
zdarzenia, ze losowo wybrany element ciagu (22) ma wartos¢ 1, wynosi
1/2. Zupelnie tak samo jest z wyrazami réwnymi —1.

Mozna wiec wyobrazi¢ sobie nastepujacy model probabilistyczny opi-
sanej sytuacji. Rozpatrujemy nieskoriczony ciag (X,) niezaleznych zmien-
nych losowych, o tym samym rozkiadzie prawdopodobieristwa danym
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wzorem

PX,=1)=PX, =-1)= %
Niech S(N) = },«n Xu. M6wiac obrazowo, opisany model odpowiada
nieskoficzonemu ciagowi rzutéw symetryczna moneta. Jezeli w n-tym
rzucie pojawi sie orzel, to wygrywamy ztotowke, jesli pojawi sie reszka —
ztotoéwke placimy. Wartoé¢ S(N) to bilans naszego konta po N rzutach.
Zachodzi nastepujace twierdzenie znane z rachunku prawdopodo-
bieristwa”.

TWIERDZENIE: Dla dowolnej liczby dodatniej & oszacowanie: |S(N)| < N/2+¢
zachodzi z prawdopodobieristwem dgzgcym do 1 przy N dgzgcym do nieskoriczo-
nosci.

Jezeli wiec liczby pierwsze sa ,naprawde” rozmieszczone losowo
i w zwiazku z tym ciag (22) jest typowym ciagiem skladajacym sie z £1,
to wzor (17) — a wraz z nim Hipoteza Riemanna — sa prawdziwe z praw-
dopodobieristwem 1.

ARGUMENT ,INDUKCY]JNY”

Wszystkie przewidywania oparte na zatozeniu, Ze Hipoteza Riemanna jest praw-
dziwa, o ile zostaly rozstrzygnigte, okazaly sie prawdziwe.

Istnieje wiele przyktadow ilustrujacych opisane zjawisko. Dla przykta-
du oméwimy blizej dwa z nich: Hipoteze Goldbacha oraz opracowanie
deterministycznego testu pierwszosci dziatajacego w czasie wielomiano-
wym.

Hipoteza Goldbacha” to jedno z najbardziej znanych zagadnieri teorii
liczb, ktére w pelnej ogdlnosci w dniu dzisiejszym (2018) nadal pozostaje
otwarte. Niemniej jednak udato sie niedawno rozstrzygna¢ jego waz-
ny przypadek, a mianowicie tak zwana staba Hipoteze Goldbacha, przy

74 Jest to prosty wniosek z tak zwanego Centralnego Twierdzenia Granicznego, ktére
mozna znalez¢ w kazdym dobrym podreczniku rachunku prawdopodobieristwa, por.
np. W. Feller, Wstep do rachunku prawdopodobieristwa. T. 1, rozdzial X, PWN, Warszawa
2017.

75 Christian Goldbach (1690-1764) — matematyk pruski.
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czym najpierw uczyniono istotny postep przy zatozeniu (uogélnionej) Hi-
potezy Riemanna, a nastepnie pozbyto sie tego zalozenia. Hipoteze sfor-
mutowat Goldbach w 1742 roku w liscie do Eulera. Wspélczesnie przez
Hipoteze Golbacha rozumie sie nastepujace stwierdzenie: kazda parzysta
liczba naturalna wieksza od 2 jest suma dwéch liczb pierwszych. Zauwaz-
my, ze wynika stad natychmiast, ze kazda liczba naturalna wieksza od
3 jest suma co najwyzej trzech liczb pierwszych. Natomiast przez staba
Hipoteze Goldbacha rozumie sie stwierdzenie, ze kazda nieparzysta licz-
ba naturalna wieksza od 5 moze by¢ przedstawiona jako suma trzech
liczb pierwszych.

G.H.Hardyi].E. Littlewood, zaktadajac prawdziwo$¢ uogdlnionej Hi-
potezy Riemanna (dla funkgji L Dirichleta), wykazali’®, iz istnieje stata C
taka, ze wszystkie nieparzyste liczby naturalne n > C sa sumami trzech
liczb pierwszych. A zatem udowodnili, ze jezeli prawdziwa jest uogol-
niona Hipoteza Riemanna, to prawdziwa jest réwniez staba Hipoteza
Goldbacha dla wszystkich nieparzystych n z wyjatkiem co najwyzej skon-
czonej liczby przypadkéw. Byl to w tamtych czasach wynik sensacyjny,
gdyz do tej pory uwazano, ze matematyka nie wypracowata jeszcze srod-
kow niezbednych do zaatakowania tak subtelnego zagadnienia”. Wynik
Hardy’egoi Littlewooda uznano za bardzo silny argument na rzecz praw-
dziwosci Hipotezy Goldbacha i niewatpliwie przyczynit sie on do inten-
syfikacji badant w tym kierunku. Przelom nastapil w 1937 roku, kiedy to
LM. Winogradow udowodnit twierdzenie Hardy’ego-Littlewooda bez za-
ktadania Hipotezy Riemanna’®. Stata C w twierdzeniu Winogradowa byta
bardzo duza (oszacowano jej warto$é na ¢>°1°). Oszacowanie tej stalej by-
o przedmiotem badan wielu matematykéw, jednak jej wartosé byla zbyt
wielka, aby mozna bylo zweryfikowaé numerycznie pozostate przypadki.
Ostatecznie w 2014 roku Harald Helfgott” wykazat, ze C < 10%, co po-

76 G.H. Hardy and J.E. Littlewood, Some problems of ‘Partitio numerorum’; III: On the
expression of a number as a sum of primes. Acta Math., 44(1)(1923), 1-70.

77" Znany niemiecki teoretyk liczb Edmund Landau (1877-1938) w 1912 roku okre-
slit Hipoteze Goldbacha przymiotnikiem ,unangreifbar”, por. E. Landau, Geldste und
ungeldste Probleme aus der Theorie der Primzahlverteilung und der Riemannschen Zetafunk-
tion. Proceedings of the fifth International Congress of Mathematicians, volume 1,
93-108. Cambridge, 1912.

78 LM. Vinogradov, Representation of an odd number as a sum of three primes. Dokl. Akad.
Nauk. SSR, 15(1937), 291-294.

7 H. A. Helfgott, The ternary Goldbach conjecture is true. arXiv:1312.7748v2 [math.NT].
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zwolito na dokoriczenie rozumowania przy pomocy komputera® i w re-
zultacie doprowadzito do pelnego dowodu stabej Hipotezy Goldbacha.
Inny przyktad zagadnienia, ktére najpierw zostalo rozwiazane przy
zatozeniu Hipotezy Riemanna, a nastepnie bezwarunkowo, nalezy do
teorii algorytméw. W wielu zagadnieniach praktycznych, na przykiad
w kryptologii, potrzebne jest szybkie znajdowanie , duzych” liczb pierw-
szych, lub tez stwierdzenie, czy dana liczba naturalna jest pierwsza. Dla
matych liczb jest to zagadnienie proste. Na przyklad, aby rozstrzygnac,
czy liczba 2017 jest pierwsza, wystarczy wykona¢ dzielenie z reszta tej-
ze liczby przez wszystkie liczby naturalne od niej mniejsze i przekonaé
sie, czy wérdd nich jest taka, ktéra dzieli 2017 bez reszty. Nie nastrecza
to wiekszych trudnosci, gdyz wystarczy wykona¢ w tym celu zaledwie
22 dzielenia przez liczby nieparzyste nieprzekraczajace 43 (dlaczego?).
Oczywiscie metode mozna zastosowac do dowolnej liczby naturalnej. Od
razu tez wida¢, ze taki naiwny spos6b postepowania mozna udoskonalié
na wiele sposobdéw, ale w istocie nie prowadzi to do naprawde dobrych
rezultatéw. Na przyklad trudno w ten sposéb stwierdzi¢, czy liczba

226474634626627

jest, czy tez nie jest pierwsza. Prosze sie o tym przekona¢ samemu.
Prawdopodobnie po wykonaniu pewnej liczby préb, na przyktad z uzy-
ciem kalkulatora, Czytelnik da za wygrana, bowiem najmniejszy dzielnik
wiekszy od 1 naszej liczby to 14624611. Do badania pierwszosci liczb
naturalnych opracowano znacznie lepsze metody (algorytmy), oparte na
zaawansowanych wynikach teorii liczb. Istotna jest ich ztozonos¢ ob-
liczeniowa, decydujaca o predkosci dziatania. Teoretycznie najszybsze
sa algorytmy dzialajace w czasie wielomianowym. Nie wnikajac w nie-
co techniczna definicje tego pojecia, bedziemy uzywac okreslenia ,,algo-
rytm dzialajacy w czasie wielomianowym” jako synonimu stwierdzenia
,algorytm dziatajacy szybko”. Na marginesie odnotujmy, ze algorytm
testowania pierwszosci polegajacy na kolejnym dzieleniu przez liczby
mniejsze ma tak zwana wykladnicza ztozonos¢ obliczeniowa, a wiec pod
wzgledem zlozonosci stanowi przeciwienstwo algorytmu dzialajacego
w czasie wielomianowym i dlatego nie nadaje sie do uzycia w przy-
padku ,duzych” liczb naturalnych. Sa jeszcze inne, poza zloZzonoscia

80 Por. H.A. Helfgott, David J. Platt, Numerical verification of the ternary Goldbach con-
jecture up to 8.875 - 10%0. Exp. Math. 22(2013), no. 4, 406-409.
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obliczeniowa, kryteria, wedlug ktérych mozemy klasyfikowac algorytmy.
Dla przykladu klase wszystkich algorytméw dzielimy na algorytmy de-
terministyczne i probabilistyczne. Algorytmy pierwszej z wymienionych
kategorii udzielaja odpowiedzi pewnych (lub tez nie udzielaja odpowie-
dzi w ogoble), natomiast algorytmy probabilistyczne udzielaja odpowiedzi
poprawnych z pewnym ustalonym prawdopodobiefistwem (zwykle bar-
dzo bliskim 1). W wielu zastosowaniach praktycznych to nam w zupeino-
$ci wystarcza, gdyz ryzyko popelnienia btedu mniejsze, powiedzmy od
jednej milionowej, jest w wielu przypadkach akceptowalne. Algorytmy
probabilistyczne maja te przewage nad algorytmami deterministycznymi,
ze dziataja zwykle znacznie szybciej. Z tych uwag wida¢, ze w pewnym
sensie najdoskonalsza klasa algorytméw sa algorytmy deterministyczne
dzialajace w czasie wielomianowym. Przez dtugi czas byto zagadnieniem
otwartym, czy istnieja algorytmy tego typu rozwiazujace zagadnienie te-
stowania pierwszosci liczb naturalnych. Istotna przestanka wskazujaca,
ze tak jest w istocie, byto skonstruowanie tak zwanego testu Millera®!. Nie
wnikajac w szczeg6ly, jest to deterministyczny test pierwszosci, o ktérym
udowodniono, ze dziala w czasie wielomianowym przy zatozeniu Hi-
potezy Riemanna dla funkcji dzeta Dedekinda ciat kwadratowych. Praca
Millera ukazata sie w roku 1975. Jako ciekawostke warto zaznaczy¢, ze nie-
mal dziesie¢ lat wczesdniej ten sam algorytm zostat zaproponowany przez
matematyka radzieckiego M.M. Artjuhova i mimo ze opublikowano go
w Acta Arithmetica® w 1967 roku, zostat on niemal niezauwazony. Fakt,
iz przy zalozeniu uogolnionej Hipotezy Riemanna mozna skonstruowaé
deterministyczny test pierwszosci dzialajacy w czasie wielomianowym,
wzbudzit nadzieje na to, ze mozna tej jakosci algorytm zbudowaé bez
zakladania zadnych nieudowodnionych hipotez. Stato sie to dopiero w
2002 roku, gdy — ku zaskoczeniu wielu specjalistow — zrobita to tréjka
matematykéw hinduskich Manindra Agrawal, Neeraj Kayal oraz Nitin
Saxena®. Na ich cze$¢ test ten zwany jest testem pierwszosci AKS.

81 Gary L. Miller, Riemann’s hypothesis and tests for primality. Seventh Annual ACM
Symposium on Theory of Computing (Albuquerque, N.M., 1975), pp. 234-239. Assoc.
Comput. Mach., New York, 1975.

82 M.M. Artjuhov, Certain criteria for primality of numbers connected with the little Fermat
theorem (Russian). Acta Arith. 12(1967), 355-364.

8 Praca ukazata sie drukiem dwa lata p6zniej, por. Manindra Agrawal, Neeraj Kayal,
Nitin Saxena, PRIMES is in P. Annals of Mathematics. 160(2)(2004), 781-793.
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CZY HIPOTEZA RIEMANNA JEST PRAWDZIWA?
ARGUMENTY , PRZECIW”

ARGUMENT ,ANTYGEOMETRYCZNY”

Mozliwa jest do pomyslenia sytuacja, w ktérej Hipoteza Riemanna jest prawdziwa
w przypadku ,,geometrycznych” funkcji dzeta i jednoczesnie fatszywa dla C(s)
(lub innych klasycznych funkcji L).

(Lokalne) funkcje dzeta rozwazane w geometrii algebraicznej bardzo
réznia sie od funkcji L w teorii liczb. Np. sa one funkcjami wymierny-
mi p~°. Dlatego mozna mie¢ watpliwosci, czy rzeczywiscie twierdzenie
Deligne’a (dowé6d Hipotezy Riemanna dla tych funkcji) jest dostateczna
podstawa do optymizmu. Wiasciwym odpowiednikiem klasycznych funk-
gi L, a w szczegdlnosci funkgji dzeta Riemanna, sa tak zwane globalne
funkcje dzeta rozmaitosci algebraicznych bedace nieskoficzonymi iloczy-
nami ,interesujacych” czesci funkgji lokalnych. Jednak o nich w ogélnosci
niewiele wiadomo. Samo udowodnienie dla nich istnienia przediuzenia
analitycznego jest osobnym i niebanalnym wyzwaniem. Stwierdzenie te-
go faktu w bardzo szczegélnym przypadku funkcji L wymiernych krzy-
wych eliptycznych poprzez ukazanie ich zwiazku z funkcjami L form
modularnych ma donioste konsekwencje w teorii réwnan diofantycz-
nych, w szczeg6lnosci pociaga za soba prawdziwos¢ stynnego Wielkiego
Twierdzenia Fermata®.

ARGUMENT SCEPTYKA TECHNIKI OBLICZENIOWE]

Obliczenia numeryczne mogq posiadac¢ zbyt maty zakres, aby by¢ miarodajnymi.
Wzorowi (14) mozna nada¢ nastepujaca bardziej precyzyjna postaé

T T 7
N(T) = £10g2—ne + g + S(T),

gdzie

S(T) = %argC(% +it)+0(%),

8 A. Wiles, Modular elliptic curves and Fermat’s Last Theorem. Annals of Mathematics.
141(3)(1995), 443-551.
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przy czym arg (3 + it) oznacza odpowiednio zdefiniowana gataz argu-
mentu funkcji dzeta Riemanna (dokladna definicje, ze wzgledu na jej
techniczny charakter, pomijam). Atle Selberg udowodnit®® w 1944 roku,
ze dla dowolnej liczby naturalnej k, przy T dazacym do nieskoriczonosci,
mamy

T
(2k)!
fo ISt dt ~ k!(zn)ZkT(loglogT)k.

Wynika stad, ze S(T) przyjmuje wartosci rzedu

Vloglog T
g 108

dla nieskoriczenie wielu liczb rzeczywistych T — oo. W szczegélno-
Sci funkcja ta jest nieograniczona. Problem polega na tym, ze funkcja
vloglog T ro$nie niezwykle wolno i w zakresie objetym obliczeniami jest
ona praktycznie stata:

VioglogT <3 dla T <10%Y

oraz

VioglogT <100 dla T <10,

Nic wiec dziwnego, ze |S(T)] < 1 dla T < 280 oraz |S(T)| < 2dla T <
6800000. Nie jest znana zadna wartos¢ T, dla ktorej |S(T)| > 3.

Powyzsze fakty daja podstawe do spekulacji na temat wartosci obli-
czeni numerycznych przy weryfikacji prawdziwosci Hipotezy Riemanna.
Sceptyk moze tutaj argumentowag, ze tylko ich ,,skromny” zakres powo-
duje, iznie mozemy znalez¢ zadnego zera lezacego poza prosta krytyczna.
To, co sie dzieje ,naprawde”, ukryte jest w zakresie, gdzie funkcja S(T)
wykonuje oscylacje o duzej amplitudzie, a wiec tam, gdzie nasza wspot-
czesna technika obliczeniowa jest bezradna.

ARGUMENT ADMIRATORA MATEMATYKOW

Dlaczego mimo wysitku kilku pokolesi matematykéw, w tym wielu bardzo wybit-
nych, osiggniete rezultaty sq bardziej niz skromne?

8 A. Selberg, On the remainder in the formula for N(T), the number of zeros of C(s) in the
strip 0 <t < T, Avh. Norske Vid. Akad. Oslo. I. 1944, (1944). no. 1, 27 pp.
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Na przyktad znane obszary wolne od zer zbiegaja do prostej ¢ = 1,
anie, jak przewiduje Hipoteza, do prostej krytycznej. By¢ moze nie jest to
wynikiem stabosci opracowanych metod, lecz odbiciem rzeczywistosci,
ktora jest bardziej skomplikowana, niz nam sie to wydaje...

JAK MOZNA UDOWODNIC HIPOTEZE RIEMANNA?

Tego oczywiécie nikt nie wie. Hipoteza jest caly czas atakowana przy
uzyciu rozmaitych metod. Co roku pojawia sie wiele manuskryptéw, kto-
rych autorzy twierdza, ze znalezli dowdd. Zwykle btad w rozumowa-
niu jest wykrywany, zanim praca zostanie przestana do redakgji jakiego$
powaznego czasopisma naukowego. Wiele z tych opracowan nie przed-
stawia zadnej wartosci poznawczej, zdarzaja sie takie, ktére zawieraja
nietrywialna mysl. Wiele warunkéw réownowaznych Hipotezie ma swoja
geneze w nieudanej prébie dowodu. Jedna z najbardziej znanych historii
tego typu jest zwiazana z T. J. Stieltjesem®, ktéry w 1885 roku w liscie
do Ch. Hermite’a® twierdzil, ze potrafi dowies¢, iz dla pewnej statej do-
datniej ¢y oraz dla wszystkich liczb x > 1 prawdziwa jest nastepujaca
nieréwnos¢

<o Vx, (23)

Z p(n)

n<x

gdzie p(n) oznacza funkcje Mobiusa. Z tego stwierdzenia wynika na-
tychmiast prawdziwo$¢ Hipotezy Riemanna. Niestety Stieltjes nigdy nie
opublikowat swojego dowodu i jest bardzo prawdopodobne, ze znalazt
w nim btad. Warto doda¢, ze jego twierdzenie do dnia dzisiejszego nie zo-
stalo udowodnione i przypuszcza sie, ze jest falszywe. Niemniej jednak w
probie Stieltjesa byla zawarta pewna ciekawa idea, a mianowicie zwiazek
Hipotezy z funkcja Mobiusa. Zwiazek ten w sposéb Scisty zostat przez
nas opisany w cze$ci omawiajacej warunki rownowazne z Hipoteza Rie-
manna, por. wzor (17). Dodajmy na marginesie, ze tak zwana Hipoteza

8 Thomas Joannes Stieltjes (1856-1894) — matematyk holenderski.
87 Charles Hermite (1822-1901) — matematyk francuski.
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Mertensa®®, postulujaca, ze we wzorze (23) mozna przyjac ¢y = 1 okazata
sie nieprawdziwa®.

Pytajac o to, jak mozna udowodni¢ Hipoteze Riemanna, mozna mie¢
na mysli wskazanie jakiej$ ogélnej idei lub kierunku badan, ktére moga
doprowadzi¢ do rozstrzygniecia. Wydaje sie, ze najbardziej obiecujace sa
w chwili obecnej dwa podejscia.

Pierwsze z nich jest doé¢ oczywiste. Skoro najbardziej spektakularny
sukces odnotowano w odniesieniu do hipotez Weila, to narzucajaca sie
idea jest proba uogdlnienia dowodu Deligne’a. Od razu jednak pojawiaja
sie trudnoéci. Dowo6d odpowiednika Hipotezy Riemanna dla funkcji dze-
ta rozmaitosci algebraicznych nad cialami skoriczonymi opierat sie na
$rodkach typowych dla geometrii, takich jak na przykiad kohomologie
etalne. Aby przenie$¢ dowdd na przypadek funkgji dzeta Riemanna, na-
lezatoby zbudowaé odpowiednik wspomnianej teorii kohomologii dla
charakterystyki zero. Mimo podejmowanych préb w tym kierunku, nie
udato sie tego dokonac.

Drugim podejsciem jest pomyst pochodzacy od D. Hilberta® i G. P6-
lyi, polegajacy na tym, aby skonstruowac operator hermitowski dziatajacy
na przestrzeni Hilberta, ktérego wartosciami wiasnymi sa liczby i(p — 1),
gdzie p przebiega zbiér nietrywialnych zer funkcji dzeta Riemanna.
Z ogolnej teorii takich operatoréw wiadomo, ze ich wartosci wilasne sa
liczbami rzeczywistymi. Zatem, gdyby program Hilberta-Pélyi zostat zre-
alizowany, oznaczaloby to, ze zera nietrywialne leza na prostej krytycz-
nej, a wiec, ze Hipoteza Riemanna jest prawdziwa. Mimo wielu préb do
dnia dzisiejszego nie udato sie takiego operatora skonstruowac. Niemniej
jednak prace w tym kierunku doprowadzily do znalezienia glebokich
zwiazkéw miedzy teoria funkcji dzeta a teoria macierzy losowych. Od-
kryto bowiem, ze czesci urojone zer zachowuja sie podobnie, jak war-
tosci wlasne duzych macierzy losowych. Tematyka ta ma swoje Zrédio
w pracy matematyka amerykanskiego H.L. Montgomery’ego, ktéry na
poczatku lat 70. ubiegltego stulecia badat statystyczny rozktad wartosci
odlegltosci miedzy kolejnymi zerami nietrywialnymi funkcji dzeta Rie-

8 Franciszek (Franz) Mertens (1840-1927) — matematyk polsko-austriacki, profesor

Uniwersytetu Jagielloriskiego.

8 AM. Odlyzko, H.J.J. te Riele, Disproof of the Mertens conjecture. Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik, 357(1985), 138-160.

%0 David Hilbert (1862-1943) — matematyk niemiecki.
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manna i w oparciu o swoje czysto teoretyczne badania doszed! do wnio-
sku, ze podlegaja one Scistym prawom, ktére — jak sie¢ wkrétce okazato
— sa tozsame z prawami rozkladu wartosci wlasnych duzych macierzy
losowych. Te ostatnie byly (i nadal sa) badane przez fizykéw atomowych.
Ten dos¢ nieoczekiwany zwiazek teorii liczb z fizyka matematyczna za-
owocowal rozwojem zupelnie nowego kierunku badarn, wspélnego dla
dwéch pozornie bardzo odlegtych dziedzin.

CZY SWIAT BYEBY GORSZY,
GDYBY HIPOTEZA RIEMANNA BYLA FALSZYWA?

Mysle, ze cierpliwy Czytelnik, jesli dotart do tego miejsca niniejszego
eseju, ma juz wyrobiona wiasna opinie. Zdecydowana wiekszo$¢ wspot-
czesnych matematykoéw jest przekonana o prawdziwosci Hipotezy Rie-
manna. Warto jednak zaznaczy¢, ze wsréd wybitnych matematykéw byli
i tacy, ktérzy mieli inna opinie. W srodowisku teoretykéw liczb najczesciej
wymienia sie przy tej okazji dwa nazwiska: P. Turan®! i J.E. Littlewood.
Obaj byli wybitnymi znawcami problematyki, a zatem trudno ich opinie
ignorowa¢. Z drugiej strony w ostatnich dziesiecioleciach przybylo wiecej
argumentéw ,za” niz , przeciw”. Ponizej przytaczam opinie czterech zna-
nych, wspotczesnych teoretykéw liczb. Znamienne jest to, Ze wszystkie
wypowiedzi zdaja sie odnosi¢ do argumentu estetycznego, jak wida¢
szczegOlnie bliskiego matematykom. Zawieraja one w pewnym sensie
twierdzaca odpowiedz na pytanie zawarte w tytule tego eseju.

Enrico Bombieri®?: , The failure of the Riemann hypothesis would create havoc
in the distribution of prime numbers. This fact alone singles out the Riemann
hypothesis as the main open question of prime number theory.”

91 P4l Turan (1910-1976) — matematyk wegierski.

2 E. Bombieri, Problems of the Millenium: the Riemann Hypothesis. Clay Institute, Ofi-
cial problem description, http://www.claymath.org/millennium-problems/riemann-
hypothesis

% Bledno$¢ Hipotezy Riemanna spowodowalaby spustoszenie w rozkladzie liczb
pierwszych. Juz sam ten fakt wyréznia Hipoteze Riemanna jako gtéwne zagadnienie
otwarte teorii liczb pierwszych.
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Peter Sarnak”: If [the Riemann Hypothesis is] not true, then the world is a very
different place. The whole structure of integers and prime numbers would be very
different to what we could imagine. In a way, it would be more interesting if it were
false, but it would be a disaster because we've built so much round assuming its
truth.”?

Steve Gonek: , If there are lots of zeros off the line —and there might be — the whole
picture is just horrible, horrible, very ugly. It’s an Occam’s razor sort of thing, you
either have absolutely beautiful behaviour of prime numbers, they behave just like
you want them to behave, or else it’s really bad.”®

Henryk Iwaniec: , Mother Nature has such beautiful harmonies, so you couldn’t
say that something like [the Riemann Hypothesis] is false.””

9 Ten cytat, jak i dwa nastepne, pochodzi z ksiazki K. Sabbagh, Dr. Riemann’s zeros.
Atlantic Books, 2002.

% Gdyby [Hipoteza Riemanna] nie byta prawdziwa, to $wiat bylby zupelnie inny.
Cata struktura liczb naturalnych i liczb pierwszych bytaby bardzo rézna od tego, co
mozemy sobie wyobrazi¢. W pewnym sensie byloby to bardziej interesujace, ale bytoby
to katastrofa, gdyz tak wiele zbudowaliSmy na zatozeniu, ze [Hipoteza Riemanna] jest
prawdziwa.

% Jezeli jest wiele zer poza prosta [krytyczna] — a moze tak by¢ - to caly obraz jest
straszny i bardzo brzydki. Jest to kwestia brzytwy Okhama, albo mamy bezwzglednie
piekne zachowanie sie liczb pierwszych, zgodne z naszymi oczekiwaniami, albo jest
bardzo Zle.

% Matka Natura posiada tak piekna harmonie, ze nie mozna twierdzi¢, aby cos ta-
kiego, jak Hipoteza Riemanna, byto nieprawda.
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