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Uniwersytetu Kardynata Stefana Wyszyriskiego w Warszawie

Miedzy duchem a materig posredniczy matematyka.
Hugo Dyonizy Steinhaus (1887-1972)

Bernard G.F. Riemann zyt niecate 40 lat (1826-1866). Jednak w ciagu
krotkiego zycia dokonat tak wielu odkry¢, ze jest uwazany za jedne-
go z najwiekszych matematykow. Jego nazwisko wystepuje w wielu
réznych dziedzinach matematyki, wspomnimy tutaj geometrie Rieman-
na, réwnania Cauchy’ego — Riemanna i powierzchnie Riemanna w teo-
rii funkcji zmiennej zespolonej, catke Riemanna i twierdzenie o szere-
gach warunkowo zbieznych w analizie matematycznej, tensor Riemanna
w geometrii r6zniczkowej. Jednak najbardziej jest znany ze sformuto-
wania w swojej jedynej pracy z teorii liczb przypuszczenia obecnie nazy-
wanego Hipoteza Riemanna (w dalszej czesci bedziemy uzywa¢ skrétu
HR). Duze znaczenie HR wynika stad, ze zapewne kilka tysiecy twier-
dzen zaczyna sie od stow: ,Zal6zmy prawdziwos¢ Hipotezy Riemanna,
wtedy ...”

W roku 1900 podczas Kongresu Matematycznego w Paryzu D. Hilbert
oglosit liste 23 probleméw do rozwiazania przez matematykow w XX
wieku. Problem VIII sktadat sie z dwoch czesci: Hipotezy Goldbacha
i Hipotezy Riemanna. W roku 2000 HR pojawita sie na liscie 7 probleméw
Clay Mathematics Institute na trzecie tysiaclecie, tym razem z obiecana
nagroda miliona dolaréw amerykariskich za jej rozstrzygniecie.
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Od czas6w Euklidesa (okoto 330 p.n.e.) wiadomo, ze istnieje nieskon-
czenie wiele liczb pierwszych 2,3,5,7,11, ..., py, ... Dowéd zamieszczony
w Elementach byl nie wprost. Pierwszy dowdd wprost podat L. Euler oko-
fo roku 1740, wykazujac, ze suma harmoniczna po liczbach pierwszych
P jest rozbiezna:

1
— ~ loglog(x).
Y, &gt

pa<x FT

Naturalne jest pytanie o to, ile jest liczb pierwszych wsrdd liczb natural-
nych mniejszych niz x. Tradycyjnie funkcje odpowiadajaca na to pytanie
oznacza sie przez n(x), tzn. n(x) = #{p liczba pierwszaip < x}. Okazuje
sie, ze tak nieregularna funkcja moze by¢ przyblizona przez proste wyra-
zenie analityczne: Carl Friedrich Gauss jako nastolatek odkryl, ze trend
wzrostu 71(x) opisany jest przez logarytm catkowy Li(x):

71(x) ~ Li(x) := f2 10‘:(‘”). 1)

Symbol f(x) ~ g(x) oznacza tutaj lim,_,. f(x)/g(x) = 1.
Droge prowadzaca do dowodu (1) wskazat Bernard Riemann w pracy
[1]. Punktem wyjScia byt wzér otrzymany przez Eulera:

(s)—Z H1——’ s=o+1t, R[s]=0>1. @)

Po prawej stronie (2) iloczyn przebiega po wszystkich liczbach pierw-
szychp =2,3,5,... Osobliwos¢ w iloczynie dla p = 1 jest jednym z powo-
dow, dla ktérych pierwsza liczba pierwsza jest 2, a nie 1, ktéra — zgodnie
z aktualna konwencja — nie jest ani liczba pierwsza, ani zlozona. W rze-
czywistosci Euler rozwazat powyzszy wzor dla naturalnych argumentéw
k > 2 (dla k = 1 mamy rozbiezny szereg harmoniczny): (k) = Y;2; &,
a Riemann rozszerzyl dziedzine tej funkcji na cata ptaszczyzne zespolona
s=c+1itbezs=10=-1,w dalszej czesci gwiazdka bedzie oznacza¢
sprzezenie zespolone (a + 1b)* = a —1b, a,b sa rzeczywiste). Dla s na lewo
od linii R[s] = 1 Riemann okreslit dzete przez przedtuzenie analityczne

M=) [ (-2 dx
21 Jooo -1 x7

Cs) = ®)
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gdzie J:r :0 oznacza calke po ponizszym konturze

N
=

Wystepujaca w (3) funkcja gamma I'(z) ma wiele reprezentacji, np. w po-
staci iloczynu Weierstrassa:

I(z) = ejz ﬁ (1 + %)_1 - )

k=1

Z tej definicji wida¢, ze I'(z) jest zdefiniowana dla wszystkich liczb ze-
spolonych z z pominieciem z = 0,-1,-2,...,-n,..., gdzie I' ma biegu-
ny proste. Najpopularniejsza definicja funkc]l gamma za pomoca catki
I'(z) = fo e~'#*71dt jest stuszna tylko dla R[z] > 0. Obecnie znanych jest
kilkadziesiat innych przedstawien funkgji C(s), praca [2] zawiera przeglad
reprezentacji catkowych dla ((s). Riemann wykazat dalej, ze ((s) spetnia
réownanie funkcyjne:

n—%r( )C(s)—n_TF( )5(1—5) dlaseC\{0,1]. (5

Powyzsza posta¢ réwnania funkcyjnego jest jawnie symetryczna wzgle-

dem linii prostej R(s) = 1/2: zamiana s — % + 5 po obu stronach (5)

pokazuje, ze kombinagja funkgji 72T (%) C(s) przyjmuje te sama wartos$é
1

w punktach 1 + s oraz 3 —s.

W pracy [1] Riemann w heurystyczny sposéb wyprowadzit doktadny

wzOr na 7t(x):
N
n(x) = Z @ [Li(xl/”) - Z Li(xp/”)] . 6)
n=1 P

We wzorze powyzej N jest taka liczba naturalna, ze x!'/N > 2 > x!/(N+1),
a u(n) oznacza funkcje Mobiusa:
1 dla n=1
gdy n jest podzielne przez kwadrat liczby
pierwszej p: p?n
(-1)" gdy n=pip2...ps

un) = (7)
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Sumowanie w (6) po p oznacza sumowanie po rozwiazaniach réw-
nania ((p) = 0, czyli po zerach dzety. Riemann udowodnit, ze ((s) ma
trywialne zera ((—2n) = 0 i mozna wykaza¢, ze ich wklad do (6) jest za-
niedbywalny. Z kolei nietrywialne zera p, moga istnie¢ tylko wewnatrz
pasa krytycznego 0 < RK(s) < 1, gdyz dla R(s) > 1 zaden czynnik iloczynu
po p w (2) nie znika. Riemann zaltozyl, ze te wszystkie nietrywialne ze-
ra p, (byl przekonany, ze jest ich nieskoriczenie wiele, por. ponizej wzoér
(9) na liczbe zer N(T)) leza na prostej krytycznej doktadnie posrodku pasa
krytycznego, tzn. maja czes$¢ rzeczywista réwna %:

Hipoteza Riemanna: p, = 3 +1y,. 8)

Z symetrii rownania funkcyjnego (5) wzgledem linii prostej R(s) = 1/2
oraz symetrii wzgledem sprzezenia zespolonego ((s*) = (C(s))* wynika,
ze jezeli p, = Bn + iy, jest zerem, to p;y = B, —iynil — pu, 1 — p} sa takze
zerami.

Roéwnoséc (6) jest niezwyklia: pomiedzy liczbami pierwszymi wykre-
sem 71(x) jest poziomy odcinek, wiec suma po wszystkich zerach musi
da¢ w sumie z rosnacym trendem YV, %Li(xl/ ") funkcje odcinkami
stala, ktéra bedzie skakac o jeden przy przejSciu argumentu x przez kolej-
ne liczby pierwsze, ilustruje to wykres na rys. 1. Sciéle rzecz biorac, szereg
w (6) daje lim,_, o {7t(x — €) + 71(x + €)}, wiec dla x bedacego liczba pierwsza
warto$¢ otrzymana z szeregu po prawej stronie (6) lezy w potowie piono-
wego stopnia miedzy poziomymi odcinkami o rzednych bedacych kolej-
nymi liczbami naturalnymi, zob. rys. 1(b). Wzér (6) nie zostat dotychczas
udowodniony, zreszta szereg w (6) nie moze by¢ absolutnie zbiezny, gdyz
wtedy nieskoriczona suma ciaglych sktadnikéw bylaby funkcja ciagta.

W roku 1896 J.S. Hadamard (1865 — 1963) and Ch.]. de la Vallée Poussin
(1866-1962) niezaleznie wykazali, ze ((s) nie ma zer na linii 1 + it, czyli
[xP| < x. Zatem z (6) wynika, Zze suma po zerach nietrywialnych bedzie
zawiera¢ skfadnik x w potedze mniejszej niz 1, wiec dominujacy wkiad
bedzie pochodzi¢ z pierwszego wyrazu w (6) u(1)Li(x) = logﬁ'

Na poczatku lat trzydziestych ubieglego wieku Carl L. Siegel uzyskat
dostep do zachowanej spuscizny (,,Nachlass”) po Riemannie przechowy-
wanej w bibliotece Uniwersytetu w Getyndze i przez blisko dwa lata pra-
cowicie i z uporem studiowat, zapisane trudno czytelnym charakterem
pisma, jego notatki. Okazato sie, Ze Riemann znalazt przyblizone warto-
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$ci kilku najnizszych nietrywialnych zer dzety i stwierdzit, ze wszystkie
one maja czeé¢ rzeczywista réwna % W tabeli 1 prezentujemy przyblizo-
ne wartosci 10 pierwszych miejsc zerowych dzety w pasie krytycznym.
W roku 1903 J.P. Gram [3] wyliczyl pierwszych 15 zer ((s); w czerwcu
1950 roku Allan Turing wykorzystat komputer Mark 1 na Uniwersytecie
w Manchester do wyliczenia 1104 zer. Ciekawostka jest to, ze Turing nie
wierzyl w prawdziwos¢ HR i przeprowadzit obliczenia ,,... w nadziei, ze
bedzie mozna znaleZ¢ zera poza linia krytyczna”, zob. [4, str. 99]. Dziesie¢
lat temu S. Wedeniwski (2005) kierowat internetowym projektem zetagrid
[5], w ramach ktérego w ciagu czterech lat stwierdzono, ze 10! zer jest
na linii krytycznej, tzn. na linii 1 + 1t az do t < 29,538, 618,432.236.
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1. Poréwnanie wykresu 7(x) i prawej strony (6) z suma po 50 i 500 nietrywialnych zerach ((s).
Dla x bedacych liczbami pierwszymi wyraznie wida¢, ze niebieska linia przecina pionowe
stopnie ,schodéw” wykresu 7(x) w przyblizeniu w ich potowie. Na rys. (b) pokazany jest
ten efekt w powiekszeniu wokét x = 31. Jest to zjawisko analogiczne do wystepujacego
w twierdzeniu Dirichleta o zbiezno$ci szeregéw Fouriera.

Niech N(t) oznacza funkcje zliczajaca nietrywialne zera do T, tzn.
N(T) = Y.,O(T — J[pn]). W swojej pracy z 1859 roku Riemann podat
wzOr:

T

7
N(T) = 5 1og(2—m) + £+ O(log(T)), ©)
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ktéry zostal udowodniony w 1905 roku przez von Mangoldta. Na rys. 2
pokazany jest wykres réznicy N(T) — log(27T e) ZdoT =5x10°.

15— N(T)_l(l"g(l)_l)‘g

i max N(T) — (log( T ) 1) —

o mm N(T) (log (27;1) 1) -

-1 L L B L e L1 B O B R L B B RR LI R B R Rl
10 100 1000 10000 100000 1000000 10000000
T

2. Wykres ilustrujacy wzér (9) do T = 5 x 10°. Gdyby pionowy odcinek (0, 1) miat dtugos¢
4 cm, to pozioma 0§, narysowana w skali liniowej zamiast w logarytmicznej, miataby dtugosé¢
200 km.

Jak rozstrzygnac (tzn. udowodni¢ albo obali¢) HR? Praktycznie nikt
nie stara sie zrobi¢ tego wprost. Znanych jest ponad 100 kryteriow al-
bo réwnowaznych HR, albo takich stwierdzen, z ktérych prawdziwosci
wynika prawdziwo$¢ HR. W roku 2017 ukazata sie dwutomowa mono-
grafia Equivalents of the Riemann Hypothesis’ [6] napisana przez K. Brou-
ghana.

Przez wiele lat wiazano nadzieje na udowodnienie HR z przypusz-
czeniem Mertensa. Funkcja Mobiusa zdefiniowana wzorem (7) przyjmuje
tylko trzy wartosci: —1, 0 i 1. Prawdopodobienistwa przyjecia wartosci
u(n) = 1 oraz p(n) = -1 sa takie same i wynosza 3/m* =~ 0.3039, za-
tem prawdopodobieristwo, ze p(n) = 0 jest réwne 1 — 6/7%> ~ 0.3921.
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Tabela 1

n % + 1y, n % + 1y,

1 | §+114.134725142. .. 6 | 3+137.586178159...
2 | 1+121.022039639... 7 | 3+140.918719012...
3 | 1+125.010857580. .. 8 | 1+143.327073281...
4 | 1+130.424876126... 9 | 1+148.005150881...
5 | +132935061588... || 10 | 1+149.773832478...

Uzywajac wartosci 1 i —1 funkcji Mobiusa, mozemy wygenerowac jed-
nowymiarowy ruch losowy: gdy u(n) = 1 idziemy o krok do géry, gdy
p(n) = =1 idziemy o krok w dét, a gdy u(n) = 0 stoimy w miejscu. Catko-
wite przesuniecie takiego bfadzenia losowego po wykonaniu n krokéw
jest dane przez funkcje sumacyjna M(n) = ), u(k), ktéra nazywana jest
funkcja Mertensa. Wiadomo, Ze $rednie przesuniecie w symetrycznym
ruchu losowym po wykonaniu 7 krokéw rosnie jak v/ (niezaleznie od
wymiaru przestrzeni). To podobieristwo M(rn) do symetrycznego ruchu
losowego doprowadzito F. Mertensa pod koniec XIX wieku do przypusz-
czenia, ze M(n) rosnie nie szybciej niz Srednie przesuniecie w bladzeniu
losowym, tzn. |[M(n)| < +/n. Latwo pokaza¢, ze z hipotezy Mertensa wy-
nika HR. W 1985 roku A. Odlyzko i H. te Riele [7] obalili przypuszczenie
Mertensa. Do dowodu uzyli oni wartosci pierwszych 2000 zer C(s) wyli-
czonych z doktadnoscia 100-105 cyfr. Te obliczenia zajely 40 godzin na
superkomputerze CDC CYBER 750 i 10 godzin na Cray-1. Rezultat Od-
lyzki i te Riele byl wielkim wydarzeniem, o ktérym pisata nawet prasa
codzienna (rys. 3).

W Kklasycznej ksiazce Jak to rozwigzaé [9] G. Pélya wskazuje, ze czasem
ogolniejszy problem moze by¢ fatwiejszy do rozwiazania niz przypadek
szczegblny. HR mozna uogélni¢, rozwazajac rodzine funkcji zmiennej
zespolonej z parametryzowanej rzeczywistym parametrem A:

H(z, A) = fo ) D(t)e cos(zt)dt, (10)
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gdzie

[s]
4t

D(t) = Z(ZTCZ 4ot — 3rn?edt)e T (11)
n=1

Zachodzi zwiazek H(z,0) = $&(3z), gdzie funkcja &(z) zwiazana jest

z funkcja dzeta relacja:

. 1 2 ]. _z_1 ya 1 1

5(12)—52—171241" §+ZCZ+E. (12)
Z powyzszego zwiazku wida¢, ze HR < wszystkie miejsca zerowe & (zz)
sa rzeczywiste. W roku 1950 G. De Bruijn udowodnit [10], ze dla A > 2
funkcja H(z, A) ma jedynie rzeczywiste zera oraz ze jezeli H(z, A) ma tyl-
ko rzeczywiste miejsca zerowe dla pewnego A’, to H(z, ) ma wylacznie
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rzeczywiste zera dla kazdego A > A’. W roku 1976 Ch. Newman [11] udo-
wodnil, Ze istnieje taka wartos¢ parametru A4, ze H(z, A1) ma co najmniej
jedno zero zespolone. Zatem istnieje taka stata A € (—co < %), ze H(z, \) ma
rzeczywiste zera & A > A. Aby HR byla prawdziwa, warto$¢ parametru
A = 0 musi sie znajdowaé w przedziale liczb wiekszych lub réwnych A.
Zatem HR jest rtownowazna temu, ze A < 0. Stala A jest teraz nazywana
stala de Bruijna-Newmana. Wartos¢ A moze by¢ wyznaczona numerycz-
nie. Pierwsze oszacowanie —50 < A otrzymali w 1988 roku G. Csordas,
T.S. Norfolk i R.S. Varga [12]. Najlepszy wynik komputerowy nalezy do
Y. Saouter i in. [13] i wynosi A > —1.14541 x 10~ '. W dniu 19 stycz-
nia 2018 roku w archiwum preprintéw arXiv.org ukazala sie praca Brada
Rodgersa i Terence Tao [14] zawierajaca analityczny dowéd twierdzenia
moéwiacego, ze stala de Bruijna-Newmana nie moze by¢ ujemna.

W 1901 roku H. von Koch udowodnit [15], ze prawdziwo$¢ HR jest
réwnowazna nastepujacemu btedowi dla przyblizenia funkgji 71(x) przez
logarytm catkowy

n(x) = Li(x) + O(Vx log(x)). (13)

Po6zniej Schoenfeld [16, Corollary 1] podat doktadna wartos¢ statej liczbo-
wej ukrytej powyzej pod symbolem Big-O:

I7t(x) — Li(x)| < % Vxlog(x) dla wszystkich x > 2657. (14)

W 2000 roku J.C. Lagarias [17] podat elementarne kryterium dla HR:
HR jest rownowazna spelnieniu ponizszej nieréwnosci dla wszystkich
naturalnych n

o(n) = ) d < Hy +e™ log(H,), (15)
dln

gdzie o(n) jest suma wszystkich dzielnikéw n, a H,, jest n-ta liczba har-
moniczna H, = Z?Zl % Aby obali¢ HR, wystarczy znaleZ¢ jedna wartosc¢
n, dla ktérej powyzsza nieréwnos¢ bedzie naruszona. Poniewaz nie jest
tatwo wyliczy¢ H, dla n ~ 101%%% z dostateczna doktadnoscia, K. Briggs
[18] rozpoczat sprawdzanie na komputerze podobnego kryterium dla HR
podanego wczesniej przez G. Robina [19]:

HR & o(n) <e'nloglog(n) dla n > 5040. (16)
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Dla niektérych n Briggs otrzymat dla réznicy miedzy lewa a prawa strona
powyzszej nieréwnosci warto$é rzedu 107, a wiec HR byta bliska obale-
niu. Przypomnijmy w tym miejscu stowa A. Odlyzki ,[...] the Riemann
Hypothesis, if true, is just barely true” wypowiedziane w [20] w kontek-
Scie stalej de Bruijna—Newmana.

Zauwazmy, ze przekonanie o prawdziwosci HR nie jest powszech-
ne. Kilku stynnych matematykéw, m.in. J.E. Littlewood, P. Turdn i A.M.
Turing, nie wierzylo, ze HR jest prawdziwa. A. Ivi¢ podat kilka heury-
stycznych argumentéw stawiajacych prawdziwos¢ HR pod znakiem za-
pytania [21] (przedrukowany w [22, str. 137]), ktéry nosit znamienny tytut
O kilku powodach, aby wqtpi¢ w Hipoteze Riemanna. Gdy znany populary-
zator matematyki A.J. Derbyshire zapytat A.M. Odlyzko o jego opinie na
temat stusznosci HR, ten odpowiedzial: , Either it’s true, or else it isn’t”
(Albo jest prawdziwa, albo nie jest) [23, str. 389]. Na tej samej stronie
mozna znalez¢ argumenty Odlyzko za tym, ze jest mato prawdopodobne
znalezienie zera poza prosta krytyczna ponizej 1010,

Przejdziemy teraz do zwiazkéw HR
12 z fizyka. W roku 1947 holenderski fi-
zyk B. van der Pol! zbudowat urzadzenie
elektromechaniczne, ktére sporzadzato
wykres C(% + 1t) [24]. Idea dziatania te-
go przyrzadu byta oparta na nastepujacej
reprezentagji:

1 00
C(E + Zt) — f (e—x/ZI-exJ _ ex/Z) €_lﬂdx.
% + 1t —c0 (17)

4. Wykres funkcji wystepujacej w cal- - Tutaj | - | oznacza czes¢ catkowita. Powyz-
kowej reprezentadji (17) funkdi dzeta g, oy yrazenie jest transformata Fourie-
na prostej krytycznej. .. —x/2 2

ra funkcji y(x) = e7/?le*] — e¥/<. Wykres
tej funkcji przedstawiono na rys. 4. Van der Pol wycial nozyczkami
ksztalt tej funkcji na obwodzie kartonowego kota. Strumier $wiatla prze-
chodzil przez brzeg obracajacego sie dysku i trafial do fotokomorki.
Powstajacy w wyniku zjawiska fotoelektrycznego prad byt natozony na

L Wiekszos¢ jego prac byta poswiecona tacznosci radiowej i telewizji. To on w 1920

roku wprowadzit réwnanie rézniczkowe opisujace drgania nieliniowego oscylatora,
obecnie nazywanego oscylatorem van der Pola.
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prad o zmiennej czestotliwosci, co pozwalato w analogowy sposéb wy-
kona¢ transformate Fouriera. W rezultacie van der Pol otrzymat wykres
modutu (3 +it)/(3 + it)], na ktérym polozenie pierwszych 29 nietrywial-
nych zer dzety mozna byto zlokalizowa¢ z doktadnoscia lepsza niz 1%.
Byt to niewatpliwie klejnot analogowej techniki obliczeniowej.

Pierwsza jakodciowa sugestia majaca doprowadzi¢ do udowodnie-
nia HR metodami fizycznymi zostata przedstawiona w 1914 roku przez
George’a Pélya w trakcie rozmowy z Edmundem Landauem, ktéry zapy-
tat P6ly’a: Znasz troche fizyke. Czy jest jakis fizyczny powdd, dla ktérego
HR miataby by¢ prawdziwa? Pélya odpowiedzial, Ze bytoby tak wtedy,
gdyby HR dato sie powiaza¢ z takim fizycznym problemem, ktérego war-
tosci wlasne bylyby rzeczywiste i odpowiadataby nietrywialnym zerom
dzety. Cata ta historia opisana jest w korespondencji Odlyzki z 95-letnim
woéwczas Pélya i udostepniona na witrynie internetowej [25]. Nalezy pod-
kredli¢, ze rozmowa ta odbyta sie wiele lat przed powstaniem mechaniki
kwantowej i pojawieniem sie rOwnania Schrodingera na poziomy energe-
tyczne. Prawdopodobnie Pélya zostat zainspirowany przez prace Weyla
[26] z lat 1911-1912 o rozkladzie wartosci wlasnych laplasjanéw okres-
lonych na zwartych obszarach, w szczegélnosci o drganiach wtasnych
bebnéw (stynny problem ,Czy mozna ustysze¢ ksztatt bebna?”, [27]).
Pézniej podobny pomyst miat przedstawi¢ D. Hilbert i obecnie uzywa
sie zwrotu , przypuszczenie Hilberta-Polya” [25]. Jezeli HR jest prawdzi-
wa, wtedy mozna nietrywialne zera uporzadkowaé zgodnie z rosnaca
warto$cia czesci urojonej i probowac przyporzadkowac je w sposéb wza-
jemnie jednoznaczny wartoéciom wlasnym pewnego operatora hermi-
towskiego — wszystkie wartosci wlasne takich operator6w sa — na mocy
matematycznego twierdzenia — rzeczywiste. Trzeba wiec znalez¢ kwan-
towy uklad fizyczny opisany hamiltonianem o poziomach energetycz-
nych E, = yn Symbolicznie podejscie Pélya-Hilberta mozna zapisac
w postaci C(2 +iH) = 0, gdzie operator H jest samosprzezony H' = H,
a symbol " oznacza sprzezenie hermitowskie: jezeli w przestrzeni Hil-
berta, w ktérej dziala operator A, zadany jest iloczyn skalarny (-,-), to
(A*x,y) = (v, Ay) dla wszystkich wektoréw x, y z dziedziny A. W mecha-
nice kwantowej wartosci energii E, jakiegos uktadu kwantowego otrzy-
muje sie, rozwiazujac rownanie Schrodingera bez czasu, czyli zagadnienie
na wartoéci wlasne postaci (gdy nie ma degeneracji)

Ay, = E,y, (18)
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gdzie operator H jest nazywany hamiltonianem badanego uktadu (kla-
sycznie jest suma energii kinetycznej i energii oddzialywania), a ¢, jest
funkcja stanu (,,funkcja falowa”) uktadu majacego energie E,.

Okoto roku 1971 Hugh Montgomery postawit pytanie: czego mozna
sie dowiedzie¢ o odstepach miedzy nietrywialnymi zerami ((s), zaktadajac
HR. Rezultat tych badan ukazat sie w roku 1973 [28]. W szczegdlnosci
w pracy tej sformutowat on przypuszczenie, ze funkcja korelacyjna uro-
jonych czesci zer dzety ma postaé (tutaj liczby 0 < a < < o0 sa ustalone):

’ .
1_>f(1—(s“;:;”))du, edy T o oo, (19)

0<y,y’<T

2na e 2T
logTéy V'S logT

Wiosna 1972 roku Montgomery odwiedzit Instytut Studiéw Zaawan-
sowanych w Princeton. Hinduski matematyk Sarvadaman D.S. Chowla,
ktéry urodzit sie w Londynie, zmusil nieSmiatego Montgomery’ego do
przedstawienia rezultatow jego badan stawnemu fizykowi Freemanowi
Dysonowi. Opis tego zdarzenia mozna znalez¢é w wielu ksiazkach, np.
[29, str. 134-136], [23, str. 316-318], [30, str. 263-264]. Dyson natychmiast
rozpoznat we wzorze (19) te sama posta¢, ktéra otrzymat na poczatku lat
szed¢dziesiatych jako funkcje korelacyjna wartoéci wlasnych losowych
macierzy z unitarnego zespolu gaussowskiego. Dyson byt autorem cyklu
prac o statystycznej teorii poziomoéw energetycznych ztozonych uktadow
modelowanych za pomoca macierzy losowych [31], [32]. Wspétautorem
dwoéch ostatnich prac byl Madan L. Mehta, ktéry pézniej napisat blisko
700-stronicowa ,,biblie” o macierzach losowych [33]. W fizyce macierze
losowe pojawily sie w celu opisania wlasnosci ciezkich jader atomowych.
Widma lekkich atoméw (np. wodoru — przypadek $cisle rozwiazywalny)
sa proste i regularne, natomiast widma ciezkich atomoéw, takich jak np.
28U, sa skomplikowane i roztozone ,chaotycznie”. Nieznane sa hamil-
toniany oddzialywarn w jadrach takich ciezkich atomoéw, zreszta fizyka
ukladéw wielu ciat oparta jest na metodach przyblizonych. Na poczatku
lat pie¢dziesiatych ubieglego wieku przy niektérych reaktorach atomo-
wych kilka grup badawczych rozpoczelo wyznaczanie pozioméw energe-
tycznych jader uranu, bardzo dobre przedstawienie historii tych pomia-
réw mozna znalez¢ w [34]. W pewnych przypadkach udato sie wyzna-
czy¢ od kilkuset do ponad tysiaca pozioméw. Stwierdzono brak energii
lezacych blisko siebie, zjawisko to nazwano odpychaniem poziomoéw.
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W przypadku skoriczenie wymiarowym (18) jest uktadem réwnan jed-
norodnych na wspolrzedne wektora ¢, w jakiej$ bazie i aby otrzymac
niezerowe wektory wiasne, wyznacznik uktadu réwnan (18) musi zni-
ka¢, wiec wartosci wlasne A, sa rzeczywistymi (bo operator hermitowski
ma rzeczywiste wartosci wlasne) rozwiazaniami réwnania charaktery-
stycznego det(H — A1) = 0 — wielomianu stopnia réwnego rozmiarowi
przestrzeni Hilberta, w ktorej dziata operator H. Poniewaz nie znamy ha-
miltonianiu dlajader ciezkich atoméw, w latach pieédziesiatych ubiegtego
wieku Eugene Wigner zaproponowat, aby do ich opisu uzywac macierzy
duzego wymiaru o losowych elementach wybranych z odpowiednim
rozkladem prawdopodobieristwa. Konkretnie oznacza to, ze jezeli M jest
macierza kwadratowa N X N o elementach M;;, to prawdopodobieristwo
P(M;; € (a, b)) tego, ze element macierzowy M;; przyjmie warto$¢ w prze-
dziale (a4, b), dane jest catka:

b
P(Mij € (11, b)) = f ﬁj(x)dx,

gdzie f;; jest gestoscia rozkltadu prawdopodobienistwa, przy czym ele-
menty M;; sa statystycznie wzajemnie niezalezne, co oznacza, ze prawdo-
podobieristwo dla catej macierzy jest iloczynem powyzszych czynnikéw
dla pojedynczych elementéw M;;. Jednak w zastosowaniach fizycznych
macierz ma reprezentowa¢ mierzalne rzeczywiste wielkosci i dlatego
M musi by¢ samosprzezona (,hermitowska”): MY = M, czyli elemen-
ty macierzowe musza spetnia¢ M;; = M* i wystarczy wylosowa¢ tylko
elementy na diagonali i np. nad nia. Wybor bazy, w ktorej reprezen-
towany jest hamiltonian, jest sprawa dowolna i zmiana bazy opisanej
macierza unitarna U, U'U = T oznacza przeksztatcenie podobieristwa
U'HU = H'. Dodatkowo prawdopodobieristwa wylosowania macierzy
powiazanych transformacja podobieristwa (tzn. te same operacje zapisane
w réznych bazach) musza by¢ takie same: P(UAU) = P(H). Warunki te
wyznaczaja posta¢ prawdopodobieristwa wylosowania macierzy H, zob.
[33, Tw 2.6.3, str. 471:

P(H) — e—utrH2+btrH+c/ (20)

gdzie ajest dodatnia liczba rzeczywista, bic sarzeczywiste oraz tr oznacza
élad macierzy: tr M = YN Mj;. Wartosé statej c wyznacza warunek unor-
mowania prawdopodobienistwa. Dla macierzy samosprzezonej (= hermi-
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towskle) H' = Hmamy trH2 = YN, YV HyHy = YX, TN \HiHY =
YN Yol [Hyl? i wszystkie wyrazy w (20) maja postaé gaussowska. Po-
niewaz eksponenta sumy czynnikéw jest iloczynem, eksponent od kaz-
dego czynnika oddzielnie, prawa strona réwnania (20), istotnie ma po-
sta¢ iloczynu gestosci rozkladéw normalnych Gaussa, dlatego taki zesp6t
macierzy losowych nazywa sie¢ unitarnym zespotem gaussowskim, po
angielsku Gaussian Unitary Ensemble i w skrécie GUE. Rozwaza sie tak-
ze zespoly ortogonalne gaussowskie GOE (macierze sa rzeczywiste oraz
symetryczne i dlatego zmiana bazy opisana jest macierza ortogonalna)
oraz symplektyczne zespoly gaussowskie GSE. Podkreslmy, ze czynni-
ki gaussowskie otrzymuje sie z zadania niezmienniczo$ci prawdopodo-
bienstw wylosowania macierzy wzgledem odpowiednich transformacji
podobieristwa macierzy hermitowskich lub symetrycznych. Te r6zne ze-
spoty macierzy losowych zwiazane sa z symetriami uktadéw fizycznych:
GOE opisuje uklady niezmiennicze wzgledem odbicia czasu, a GUE sto-
suje sie do uktadéw tamiacych symetrie odbicia czasu. Wartosci wia-
sne takich macierzy nie sa czysto losowe: przeskalowane (ang. unfolded)
odstepy s miedzy nimi nie sa opisane przez rozkiad Poissona ¢, lecz np.
dla zespotu GUE przez wzor:

P(s) = 2e ~4s/m, 1)

Przeskalowanie (unfolding) oznacza pozbycie sie stalego trendu w widmie
Ey, Es, ..., tzn. podzielenie d, = E,;1 — E,, przez $redni odstep miedzy po-
ziomamid(E) : s, = (E,+1 — E,,))/d(E). Dla zer ((s) na mocy wzoru (9) ozna-
cza to przejscie od réznic y,,+1 —y, do zmiennej s, = (V1 —yn) log(yn)/2m.
Na rysunku 5 pokazano poréwnanie (21) z realnymi odstepami dla zer
C(s)-

Przez kilka lat ujawniony w czasie krétkiej rozmowy Montgome-
ry’ego z Dysonem zwiazek nietrywialnych zer ((s) z warto$ciami wia-
snymi macierzy GUE nie wzbudzat duzego zainteresowania. W latach
osiemdziesiatych Andrew Odlyzko rozpoczal sprawdzanie przypuszcze-
nia (19) za pomoca superkomputeréw Cray-1 i Cray X-MP. Wyniki tych
obliczen ukazaty sie w 1987 roku w pracy [35] i z grubsza potwierdza-
1y (19). Mate rozbieznosci zanikaja bardzo wolno z posuwaniem sie po
prostej krytycznej i Odlyzko kontynuowat obliczenia na coraz szybszych
komputerach i coraz dalej na prostej krytycznej R[s] =  w réznych prze-
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dziatach wokét zera n = 10%° [36], nastepnie wokét y4gu [37] i na koniec
przy zerze o n = 10 [38]. Te empiryczne dane, zob. rys. 6, potwierdzi-
ly stusznos¢ przypuszczenia, ze urojone czesci kolejnych nietrywialnych
zer ((s) wykazuja takie samo zachowanie jak réznice miedzy parami war-
tosci wlasnych losowych macierzy z rozktadem GUE. Dopiero doswiad-
czalne potwierdzenie przypuszczenia Montgomery’ego (19) spowodowa-
fo gwaltowny wzrost zainteresowania zwiazkami miedzy zerami dzety
Riemanna a wartoéciami wlasnymi losowych macierzy. W [39, str. 146]
P. Sarnak napisat: ,Na poziomie fenomenologicznym to jest chyba naj-
bardziej zdumiewajace odkrycie dotyczace dzety od czaséw Riemanna”.
W ten sposéb mato konkretna hipoteza Hilberta—P6lya zyskata wiary-
godnos¢ i teraz wiadomo, ze uklad fizyczny odpowiadajacy ((s) musi
fama¢ symetrie wzgledem odwroécenia czasu. Na konferencji ,Quantum
chaos and statistical nuclear physics”, ktéra odbyta sie w styczniu 1986
roku w Mexico City, Michael Berry wygtosit wyklad Riemann’s zeta func-
tion: a model for quantum chaos? [40]. Stal sie on manifestem dla tych,
ktérzy chca udowodni¢ HR, znajdujac odpowiedni operator Hjy taki, ze
Hi|¥y) = vkl¥k). Ten hipotetyczny uktad kwantowy (abstrakcyjny , pier-
wiastek”, ktérego jadro posiada poziomy energetyczne pokrywajace sie
zyy) zostal nazwany przez O. Bohigasa ,Riemannium”, zob. [41, 42], ana-
logicznie do mionium, czyli atomu zbudowanego z antymionu i elektronu
albo pozytonium: uktadu zlozonego z elektronu e~ i pozytonu e*, czyli
antyelektronu. Dodatkowo w [40] Berry argumentowat, ze Hy powinien
mie¢ klasyczna granice, w ktorej wszystkie orbity sa chaotyczne.

W roku 1998 ukazala sie praca S. Okubo[43] zatytulowana Lorentz-
Invariant Hamiltonian and Riemann Hypothesis. Nie jest to dokfadnie reali-
zacja pomystu Poélya i Hilberta: wystepujacy w tej pracy dwuwymiarowy
operator rézniczkowy (hamiltonian):

» .
H:%ay+iﬁy%+i(1—[3)x%+%, BeR 22)

nie posiada jako wartosci wlasne y,. Zamiast tego zera dzety wystepuja
w specjalnym warunku brzegowym na rozwiazania réwnania Schroédin-
gera z hamiltonianem (22). Jednak rozwiazania tego réwnania nie sa nor-
malizowalne w naturalnym iloczynie skalarnym.

Rok p6zniej M. Berry i]. Keating w pracy [44] zaproponowali inny ope-
rator: Hpx = £p, tzn. iloczyn operatora potozenia £ = x i pedu p = —ifi 4

dx’
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gdzie i = 1.055...X1073*] - s jest stala Plancka. Gléwnym argumentem za
tym byl wzér na liczbe pozioméw o energii mniejszej niz E:

N(E) = %(10g(£)—1)+§+...,

ktéry doktadnie pokrywa sie ze wzorem (9), ale nie byto dowodu na to,
ze wartosci E, = y,. Zauwazmy, ze znany jest specjalny rodzaj bilardu,
dla ktérego formuta dajaca liczbe wartosci energii mniejszej od E ma
wiodace cztony dokladnie takie same, jak w (9), jednak dalsze wyrazy
sie réznia [45, wzory (34-35)]. Przypomnijmy, ze dwa bebny moga mie¢
rézne ksztalty, ale takie same widmo wibracji, a wiec takze takie same
funkcje zliczajace poziomy < E. W roku 2011 S. Endres and E. Steiner
[46] wykazali, ze widmo Hg = £p na dodatniej osi x jest ciagle, a zatem
Ay = xp nie moze by¢ operatorem Hilberta—P6lya, zob. takze serie prac
G. Sierry, n.p. [47, 48], gdzie rozwazano pewne modyfikacje Hr = £p.

1 1.2
1 o—e—s |fristogram s,
0.8 - 325 exp(-4s*/m)/n? b W =
| 0.8
0.6
0.4 — e s s funkcja korelacyjna
| 0.4 lf(sin(m)jz
u
0.2
0 T T T T 0 L L B
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5
s u

5. Histogram znormalizowanych odstepéw 6. Wykres ilustruje przypuszczenie (19)

miedzy kolejnymi zerami dzety otrzymany Montgomery’ego dla 5 000 000 zer dzety.

dla 5 000 000 zer. Punkty reprezentujace te Punkty reprezentujace funkcje korelacyjna

odstepy sa odlegte o As = 0.05. byty wyliczone ze wzoru po lewej stronie (19)
dla 5 000 000 pierwszych zer ((s) i sa odlegte
o Au = 0.05.

Wiosna 2017 roku w Physical Review Letters, najwyzej punktowanym
czasopi$mie fizycznym, ukazala sie praca C.M. Bendera, D.C. Dorje i
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M.P. Miillera Hamiltonian for the Zeros of the Riemann Zeta Function [49],
najwierniej realizujaca idee Pélya i Hilberta. Nielokalny operator

1

T @+ P =) (23)

Hgppm =

gra role hamiltonianu. Widzimy, ze Hgpy jest otrzymany z powyzsze-
go hamiltonianu Berry-Keatinga Hpx za pomoca transformacji podobiefi-
stwa. Funkcje wlasne sa dane przez funkcje dzeta Hurwitza zdefiniowana
dla®R(s) >1ig+#-1,-2,-3,... przez

) =Y iy (4)

Widag¢, ze funkcja dzeta Riemanna jest specjalnym przypadkiem: ((s) =
C(s,0). Funkcja dana przez powyzszy szereg (24) ma przedtuzenie anali-
tyczne na cala ptaszczyzne zespolona bez punktu s = 1 dane przez catke

(por. (3))
ts—leqt

1
o =195 [ oot

gdzie C oznacza kontur catkowania Hankela, taki jak w réwnaniu (3).
Autorzy [49] pokazuja nastepnie, ze 1s(x) = —C(s,x + 1) spelnia réwna-
nie na wartosci wtasne I:IBBMgbs(x) = i(2s — 1)s(x). Tak wiec warunek
brzegowy 15(0) = 0 = ((s,0) = {(s) implikuje, ze s sa zerami funkcji dze-
ta Riemanna, jezeli HR jest spetniona. Nalezy ,tylko” pokazaé, ze Hppm
jest hermitowski. Niestety nie zachodzi to dla zwyklego iloczynu ska-
larnego w przestrzeni funkcji catkowalnych z kwadratem. Autorzy [49]
wprowadzaja inny iloczyn skalarny, wzgledem ktérego Hgpy jest her-
mitowski, jednak teraz w tym iloczynie skalarnym funkcje wiasne maja
nieskoniczona norme.

W sierpniu 1998 roku podczas konferencji w Seattle poswieconej
100-leciu twierdzenia o liczbach pierwszych P. Sarnak zaoferowat butelke
dobrego wina dla fizykéw, ktérzy z prawa Montgomery’ego—Odlyzki
potrafia otrzymac informacje nieznane wczeéniej matematykom. Juz dwa
lata p6zniej musiat péjs¢ do sklepu po obiecane wino. Na konferen-
¢ji w Wiedniu we wrzeéniu 1998 roku Jonathan Keating wyglosit wy-
ktad, podczas ktérego podal rozwiazanie (ale nie dowdd) tzw. proble-
mu momentéw dzety. Wyniki te ukazatly sie we wspdlnej pracy z jego
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doktorantka Nina Snaith [50]. Od blisko stu lat matematycy starali sie
wyliczy¢ momenty funkgji dzeta na prostej krytycznej

T
% fo IC +aPdt,  gdy T — oo (25)

G.H. Hardy i J.E. Littlewood blisko sto lat temu [51, Tw. 2.41] wyliczyli
drugi moment:

1 (T
T f IC(3 +1t)Pdt ~ log(T), gdy T — 0. (26)
0
Czwarty moment wyliczyl A.E. Ingham w 1926 roku [52, Tw. B]
1 (T
T f IC(3 + )l dt ~ 2= logh(T), gdy T — co. (27)
0

Wyzszych momentéw, mimo wielu wysitkéw, nie udato sie wyliczy¢, ale
znana byta przypuszczalna postac¢ dla k = 3 [53]:

1\ 4
Ik +it)edt ~ = {(1 - —) (1 + -+ —)} Tlog’ T dladuzych T,
f ’ 1:[ P pov (28)

a takze jeszcze bardziej skomplikowane wyrazenie dla k = 4 [54]: dla
duzych T zachodzi

T 9
24024 1 9 9 1
N8 - _ = Z . - 16
f; [C(1/2 + it)|° dt Tai |p| {(1 p) (1 + . + 2 + p3)}Tlog T.

(29)

Keating i Snaith udowodnili ogélne twierdzenie o momentach losowych
macierzy, ktérych wartosci wlasne maja rozktad GUE i jezeli zachowanie
C(s) jest modelowane przez wyznacznik takich macierzy, to ich wynik
zastosowany do dzety daje

T
% j; |C(%+zt)|2k dt ~ fra(k)(log )X, (30)
gdzie
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B 1\ & (Tm+ 0\,
a(k)_H(l—I;) ZB( I ) p, (31)

p

a liczby f; sa dane wzorem:

_ GAk+1)
fe= Gk+1)

W powyzszym wzorze G(-) jest funkcja Barnesa spelniajaca rekurencje
G(z + 1) = I'(2)G(2), czyli dla naturalnych argumentéw funkcja ta jest
,silnia po silniach”: G(n) = 1!-2!-3!... (n —2)! Oczywiscie wynik Keatinga
i Snaith daje wzory (26)—(29) odpowiedniodlak =1,2,314.

Od kilku lat rozwijana jest idea kwantowych komputeréw. Odkrycie
przez Petera Shora kwantowego algorytmu faktoryzacji [55] pokazato, ze
klasyczne problemy o duzej ztozonosci moga zosta¢ znacznie przyspie-
szone (przynajmniej w teorii) z pomoca komputeréw kwantowych. Czy
jest mozliwe zaprojektowanie kwantowego komputera weryfikujacego
HR? Mamy tutaj na mysli co$ bardziej pomystowego niz np. potaczenie
algorytmu Shora z kryterium Lagariasa. W roku 2013 pojawita sie pra-
ca [56], w ktorej autorzy (zakladajac HR) skonstruowali unitarny ope-
rator z warto$ciami wlasnymi réwnymi kombinacji nietrywialnych zer
dzety p]’.‘/ p;j — takie kombinacje leza oczywiscie na kole jednostkowym.
Nastepnie skonstruowali oni kwantowy uklad realizujacy te unitarna ma-
cierz. Inny kwantowy komputer weryfikujacy HR zostat zaproponowany
w [57, Sect. IIC]. Jego dzialanie oparte jest na kwantowym obliczaniu ilosci
liczb pierwszych mniejszych niz x, zaproponowanym przez tych samych
autoréw w [58], i szukaniu naruszenia nieréwnosci (14). Dodajmy, ze w
podobny sposéb Latorre i Sierra proponuja szukaé liczbe Skewesa [57,
Sect. IID]. Niedawno ukazala sie praca [59], w ktdrej zaproponowano
doswiadczalna realizacje ((s) za pomoca chfodnych atomoéw.

W pracy [60] M. Shlesinger badat specjalny 1-wymiarowy ruch losowy
tak zdefiniowany, aby mégt by¢ powiazany z HR. Prawdopodobieristwo
skoku do wezta odleglego o +I krokéw wyraza sie jawnie przez funkgje
Mobiusa:
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gdzie C = — jest czynnikiem normalizacyjnym. Takie btadzenie

1
)+ iy
losowe Shlesinger nazwat ruchem losowym ,Riemanna-Mobiusa”. Pew-

ne ogodlne wlasnosci tzw. funkgji struktury A(k), ktora jest transformata
Fouriera prawdopodobienstw p(l): A(k) = Y, e*p(l), pozwolily Shlesin-
gerowi zlokalizowa¢ zespolone zera dzety wewnatrz pasa krytycznego,
jednak wyniku J. Hadamarda i Ch.J. de la Vallée-Poussina (1 + it) # 0
nie udalo sie otrzyma¢ ta metoda. Ciekawe, Ze istnienie zer poza prosta
krytyczna nie jest sprzeczne z zachowaniem A(k), wynikajacym z ogoél-
nych zasad prawdopodobienstwa.

W pracy [61] podana zostata stochastyczna interpretacja funkcji dze-
ta. Istnieje wiele innych zwiazkéw HR z ruchami losowym lub rucha-
mi Browna, w pracy [62] mozna znaleZz¢ obszerny przeglad rezultatow
wyrazajacych wartoéci oczekiwane réznych zmiennych losowych przez
C(s)-

Réwnanie funkceyjne (5) moze by¢ zapisane w niesymetrycznej postaci:

2T(s) cos(gs)C(s) = @n)C(1—s).

Ta postac jest podobna do relacji dualnosci Kramersa—Wanniera [63] dla
sumy stanéw Z(J) dwuwymiarowego modelu Isinga z parametrem | wy-
razonym w jednostkach kT

2(J) = 2N(cosh(1))™ (tanh(NV Z(]), (32)

gdzie N oznacza liczbe spindw, afjest zwiazana z | relacja e=? = tanh(J),
por.np. [64]. Suma statystyczna Z(S) jest podstawowa wielkoScia uzywana
w fizyce statystycznej, tutaj p = 1/kgT, gdzie kg = 1.3806488 ... x10"2[J/K]
jest stata Boltzmanna, a T jest temperatura bezwzgledna. Pozostate funk-
¢je termodynamiczne (energia calkowita, energia swobodna, entropia,
ci$nienie itd.) moga by¢ wyrazone jako jej pochodne. Dla uktadu wymie-
niajacego ciepto z otoczeniem przy ustalonej liczbie czastek, temperaturze
i objetosci, mogacego sie znajdowa¢ w mikrostanach o energiach E,, jest
ona zdefiniowana wzorem:

Z(p) =Y e (33)

n
Przejécia fazowe, tzn. nieciaglosci réznych wielkosci wyrazonych przez
pochodne sumy stanéw, wystepuja tam, gdzie Z() = 0. Z powyzszej de-
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finicji wida¢ jednak, ze sumy stanéw nie maja zer dla rzeczywistych tem-
peratur, dopiero przedtuzone analitycznie na cala ptaszczyzne zespolona
maja zera zespolone lezace na okregu. Jedynie w granicy termodynamicz-
nej N — oo zespolone zera maja punkt skupienia przy rzeczywistej warto-
$ci temperatury. Pierwsze tego typu twierdzenia udowodnili C.N. Yang i
T.D. Lee[65, 66]. W jezyku polskim mozna sie zapoznac z teoria Yanga—Lee
w [67, str. 351-354]. Poniewaz te twierdzenia , kolowe” ograniczaja poto-
Zenie zer, nasuwa sie pomyst zastosowania ich do HR. Aby kontynuowac¢
te analogie, trzeba znalez¢ ukiad, ktérego suma stanéw bedzie wyrazo-
na przez ((s). Wtedy mozna mie¢ nadzieje udowodnienia HR, powotujac
sie na twierdzenie Lee-Yanga. Twierdzenie to dotyczy przejs¢ fazowych
uktadéw spinowych w zewnetrznym polu magnetycznym, zob. praca
przegladowa [68]. M. Fisher [69] z kolei rozpoczat szukanie zer sumy
stanéw na zespolonej plaszczyznie temperatury i takze okazato sie, ze
dla specjalnego ukltadu Isinga zanurzonego w polu magnetycznym zera
kanonicznej sumy stanéw réwniez leza na okregu jednostkowym, tym
razem na zespolonej ptaszczyZnie zmiennej v = sinh(2]p), gdzie ] > 0
jest stala sprzezenia z polem magnetycznym. Prosta krytyczna s = 1 + it
moze by¢ odwzorowana na okrag jednostkowy za pomoca transforma-
Ggis - u=s/(1-s) = (% + 1t)/(% —1t), wtedy |u| = 1. Tak wiec przez
dobér odpowiedniego uktadu spinowego z suma stanéw Z(f) wyrazona
przez ((s) mozna sie stara¢ udowodni¢ HR, powotujac sie na twierdzenie
Lee-Yanga.

W serii prac A. Knauf [70] podjal powyzej opisany plan zaatako-
wania HR. W tych pracach wprowadzit on uklad spinowy z suma sta-
néw wyrazona w granicy termodynamicznej przez funkcje dzeta: Z(s) =
C(s = 1)/C(s) ze zmienna s interpretowana jako odwrotno$¢ temperatury.
Jednakze posta¢ oddzialywania miedzy spinami w tym modelu nie nale-
zy do klasy, do ktorej stosuja sie twierdzenia , kolowe”. Ta idea byta dalej
podjeta w pracy [71]. Autorzy pracy [72] udowodnili, Ze HR jest réwno-
wazna nierdwnosciom spetnianym przez stany Kubo-Martina-Schwin-
gera w dynamicznym ukfadzie kwantowym Bosta i Connesa rozwaza-
nym w odpowiednim zakresie temperatur. Funkcja ((s) wystepuje w wie-
lu innych miejscach: w teorii bozonéw i fermionéw, teorii kondensatu
Bosego-Einsteina condensate, zob. np. [73, rozdz. IIl E].

W 2005 roku w prestizowym Physical Review Letters ukazat sie ar-
tykule [74], w ktérym L.A. Bunimovich oraz C.P. Dettmann rozwazali
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punktowa czastke odbijajaca sie w kotowym bilardzie, na obwodzie kto6-
rego zrobiono maty otwdr, widziany ze srodka okregu pod katem e. Niech
P1(t) oznacza prawdopodobiernistwo, ze kulka nie wypadnie poza bilard
zjednym otworem do czasu t. Bunimovich i Dettmann otrzymali dokfad-
ny wzér na P (t) wyrazony przez ((s) i pokazali, ze HR jest rtownowazna
temu, ze

lirr(} lim e (tP1(t) —2/€) =0 (34)
€—(0 t—o0

bedzie zachodzi¢ dla kazdego 6 > —1/2. Wartos¢ 1/2 jest wprost zwiazana
z potozeniem zer dzety na prostej R[s] = 3. Bardziej skomplikowany
wz6r Bunimovich i Dettmann otrzymali dla bilardu z dwoma otworami.
W zasadzie mozliwe jest przeprowadzenie doswiadczen weryfikujacych
(34) za pomoca wnek mikrofalowych lub bilardéw zbudowanych z mi-
krolaseréw. Takie doswiadczenia moga obali¢ HR, gdyby sie okazalo, ze
zachowanie réznicy tPi(t) — 2/e w granicy, gdy rozmiar otworu € — 0
bedzie wolniejsze niz /2.

W ksiazce [30, str. p.286] (fragment dostepny pod adresem
http://tinyurl.com/yd5cvqu2) opisana jest wizyta Jona Keatinga w biblio-
tece w Getyndze, gdzie przechowywane sa notatki Riemanna. Keating
chciat obejrzeé¢ rachunki zwiazane z HR oraz z pewnym problemem z hy-
drodynamiki. Spodziewat sie, ze dostanie dwa pudta, a bibliotekarz przy-
niost mu jedna paczke notatek. Okazalo sie, ze Riemann w tym samym
czasie pracowal nad rozmieszczeniem liczb pierwszych oraz stabilnoscia
obracajacej sie cieczy o ksztalcie kuli. Problem stabilnosci cieczy zalezat
od tego, czy pewne liczby leza na ptaszczyZnie zespolonej doktadnie na
prostej réwnoleglej do osi urojonej. By¢ moze ten fakt z fizyki pomogt
Riemannowi sformutowac jego stynna hipoteze?

Dziekuje Profesorowi Krzysztofowi Maslance za przeczytanie manu-
skryptu i szereg uwag oraz udostepnienie rysunku 3.
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