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CZY POWINNA NAS DZIWIC
MATEMATYCZNOSC SWIATA?

Ks. Jerzy DADACZYNSKI

Wydzial Filozoficzny

Uniwersytetu Papieskiego Jana Pawla II w Krakowie

Tekst niniejszy stanowi nieznaczne rozszerzenie wykladu wyglo-
szonego podczas Konferencji w Poznaniu. Zakres samego wystapienia
konferencyjnego zostat istotnie zmieniony (ograniczony) po wystapieniu
prof. Romana Murawskiego, ktéry w sposéb wyczerpujacy i syntetyczny
omoéwit kwestie matematycznosci Swiata z punktu widzenia poszczegdl-
nych szkét filozofii matematyki, co miato byé réwniez celem wystapie-
nia autora niniejszego artykutu. Dlatego prezentowany tekst dziedziczy
zmiane dokonana w wystgpieniu i jest rozumiany jako pewne dopowie-
dzenie do artykutu prof. Romana Murawskiego, ktéry ukazuje sie w tym
samym tomie. Stad celowo nie s3 w nim podejmowane pewne kwestie
sygnalizowane w tekscie prof. Murawskiego. Stad tez - w oczywisty spo-
s6b - nie moze on aspirowa¢ do miana syntetycznej i wyczerpujgcej pre-
zentacji kwestii matematycznosci przyrody. Eksponowane s natomiast
w niniejszym tekscie pewne zagadnienia, ktére niezbyt czesto pojawiaja
sie w dyskusji fenomenu matematycznosci $wiatal.

Wystarczy tu chociazby wskazaé¢ filozofie pitagorejczykéw, ktorzy
zauwazyli, systematycznie podjeli i przedstawili pierwsze rozwigzanie
kwestii matematycznosci $wiata. Poruszona zostanie réwniez sprawa
rachunku rézniczkowego i catkowego Newtona i Leibniza. Ich calculus

1 Matematycznosé Swiata rozumie sie tutaj jako jego ceche, natomiast matematyzo-
walnos¢ $wiata jako mozliwos¢ opisywania (ttumaczenia) go w jezyku matematyki.
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z jednej strony uchodzi za paradygmat fragmentu jezyka matematyki,
ktéry pozwolit opisaé istotne aspekty swiata, z drugiej jednak - i na to
zwrdécono uwage - nie spetnial u swych poczatkéw starozytnych stan-
dardéw teorii matematycznej i zyskal je dopiero w XIX wieku dzieki
pracom Bernharda Bolzana, Augustina Cauchy’ego i Karla Weierstrassa,
a wiec ponad péttora wieku po wejsciu w zycie zasad nowozytnej fizyki.
I wreszcie przypomniana jest starozytna teoria astronomiczna Ptoleme-
usza, zmatematyzowana, dajaca dobre przewidywania, ktéra ostatecznie
- z fizycznego punktu widzenia - okazala si¢ by¢ falszywa. Moze to
by¢ pewna przestroga dla fascynacji powszechna stosowalnoscia jezyka
matematyki w opisie §wiata. W kazdym razie wskazuje na to, ze sam fakt
skutecznej stosowalnosci matematyki w teorii przyrodniczej nie musi by¢
jeszcze gwarantem poprawnosci samej teorii.

Jedli chodzi o tytulowe pytanie, to zadaniem niniejszego tekstu jest
pokazanie, ze odpowiedzZ na nie jest funkcjg przyjmowanej filozofii mate-
matyki, a dokladniej jej ontologii. Przy czym poszczegdlne koncepcje
ontologii matematyki same podlegaja ocenom, ktére determinuja wartosc¢
rozwigzan problemu matematycznosci $wiata.

SZKOLA PITAGOREJSKA

Zasadniczym fundamentem filozofii pitagorejczykéw byta matema-
tyka, przede wszystkim arytmetyka. Uprawiali oni matematyke jako
nauke w tym znaczeniu, ze dowodzili twierdzen, co zapoczatkowane
zostato wlasnie w starozytnej Grecji. Znali oni pewna grupe twierdzen
dotyczacych liczb naturalnych, zajmowali sie juz dzielnikami tych liczb
i w konsekwencji znane im byto pojecie liczb pierwszych. Znali tez liczby
wymierne (dodatnie), i potrafili w ich dziedzinie wskaza¢ dziatania,
co bylo znacznym postepem w stosunku do matematyki babiloniskiej,
w ramach ktérej wprowadzono wylacznie utamki o mianowniku 60 oraz
o mianowniku réwnym kwadratowi tej wartosci. Pitagorejczycy zdawali
sobie sprawe z kongruencji w dziedzinie liczb wymiernych i z tego, iz
poszczegdlne, wyréznione przy jej pomocy, klasy liczb wymiernych
mogly by¢ reprezentowane przez jeden, nalezacy do danej klasy, utamek.

Co istotne dla prowadzonych rozwazan, pitagorejczycy odkryli, iz
pewne relacje w $wiecie zewnetrznym mozna opisywaé przy pomocy
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stosunkéw liczb naturalnych (utamkéw). To spostrzezenie z zakresu aku-
styki uogoélnili na caly $wiat fizyczny. Dysponujac odpowiednia mate-
matyka (arytmetyka), twierdzili nie tylko, ze $wiat da sie opisa¢ przy
pomocy liczb naturalnych i ich stosunkéw ($wiat jest matematyzowalny),
ale uwazali wrecz, Ze $wiat jest matematyczny i to w sposob skrajny -
podstawowym ,budulcem” $wiata sa liczby.

Z tekstow Arystotelesa wynika, ze za jego czaséw Scieraly sie dwie
interpretacje ,,arytmetycznej” ontologii §wiata pitagorejczykéw: formalna
i materialna. Pierwsza, ,popularniejsza,” moéwila, ze liczby to czynnik
,formalny” Swiata, druga stwierdzala, ze liczby sa wrecz czynnikiem
,materialnym” $wiata2.

W kazdym razie pitagorejczycy stanowili pierwsza szkole filozo-
ficzna, ktéra sformulowala teze o matematycznosci $wiata. Mozliwosé
zbudowania tego pogladu wynikata z dwu przynajmniej przestanek. Po
pierwsze, pitagorejczycy dysponowali odpowiednio rozbudowang - jak
sie wowczas wydawalto - arytmetyka: liczb naturalnych i ich stosun-
kow (arytmetyka liczb wymiernych dodatnich). Po wtére, jako wczesna
formacja filozofii greckiej poszukiwali oni arche, pierwiastka, z ktérego
jest zbudowany $wiat. Po serii naturalistycznych rozwigzan tej kwestii:
ziemia, woda, powietrze, ogieri, zaprezentowali bardziej wyrafinowane
rozwigzanie tego problemu. Wedlug pitagorejczykéw poszukiwane arche
to liczby (rozumiane jako mnogosci jednostek).

Koncepcja pitagorejczykéw bardzo szybko legla w gruzach. Powo-
dem bylo odkrycie - dokonane w ich wiasnym srodowisku - niewy-
miernosci. Okazalo sig¢, ze stosunek dwoch odcinkéw nie zawsze moze
by¢ ujmowany jako stosunek dwéch liczb naturalnych. To automatycznie
bylo aplikowalne w &wiat fizyczny: stosunek dwoéch przebytych drog
- np. przekatnej kwadratu o boku jednostkowym oraz samego boku
,naszkicowanych” na jakims$ placu w Wielkiej Grecji - nie byt wyrazalny
jako stosunek dwoch liczb naturalnych. Znana pitagorejczykom matema-
tyka okazala sie jednak za ,slaba”, by przy jej pomocy matematyzowac
rzeczywisto$¢ fizyczng. Tym bardziej twierdzi¢, ze jest ona ,, zbudowana”
z matematycznego arche.

W konsekwencji odkrycie niewymiernoséci prowadzito do obalenia
pitagorejskiej filozofii, a konkretnie do obalenia pitagorejskiej ontolo-
gii. Niemniej szkota z Wielkiej Grecji zbudowala pierwsza historycznie

2 Por. W. Tatarkiewicz, Historia filozofii, t. 1, PWN, Warszawa 1988, s. 44.
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koncepcje probujaca tlumaczy¢é matematycznosé Swiata. Zreszta samo
dostrzezenie pewnych zwigzkéw o charakterze matematycznym w $wie-
cie fizycznym i teoretyczne rozszerzenie tego spostrzezenia na wiek-
szo$¢ aspektow Swiata fizycznego oraz konsekwentnie wyartykutowanie
tezy o matematycznosci Swiata tez nalezy do osiagnie¢ szkoly pitago-
rejskiej.

PLATON

Stwierdzona przez pitagorejczykéw matematycznos¢é Swiata sto-
sunkowo szybko znalazla nowe uzasadnienia w dwoch wielkich kon-
cepcjach filozoficznych powstatych w starozytnej Grecji: w systemach
Platona i Arystotelesa.

Wedtug Platona , prawdziwa” rzeczywistoscia jest $wiat idei: obiek-
tow pozaczasowych i pozaprzestrzennych. Swiat fizyczny jest ich ,cie-
niem”, niedoskonatym odwzorowaniem. Cziowiek ma dostep poznawczy
do idei na drodze anamnezy, jego dusza istniala przed wejsciem w $wiat
materialny w $wiecie idei, dlatego czlowiek ,przypomina” sobie idee.
Jednoczesnie postrzega ,Slady” idei w §wiecie fizycznym, ktory jest nie-
doskonalym odwzorowaniem $wiata idei.

Co istotne, Platon stwierdza, ze obiekty opisywane przez matematyke
sq ideami. A jesli tak, to jak inne idee sa odzwierciedlane w $wiecie
fizycznym. Dlatego tez Swiat fizyczny jest matematyczny.

ARYSTOTELES

Arystoles, ktéry nie akceptowal rozbudowanej ontologii Platona,
przede wszystkim za$ istnienia obiektéw pozaprzestrzennych i poza-
czasowych, zbudowal, w opozycji do swojego poprzednika, ontologie
hylemorficzna. Twierdzit on, ze istnieja jedynie obiekty czasowe i prze-
strzenne. Wszystkie one zbudowane sa z materii i formy. W pewnym
sensie formy obiektéw zastepowaly idee Platona. Inaczej niz u Platona
nie tworzyly one wlasnego $wiata. Formy przedmiotéw zawsze byly
zwigzane z materig, z ktérg konstytuowaly konkretne obiekty. Formy
posiadaly ,skladowe” matematyczne, np. geometryczne: koto, kwa-

106



www.czasopisma.pan.pl P@N www_journals.pan.pl
~—_"

drat, elipsa, odcinek itd,. lub arytmetyczne: diugosé obiektu, licznosé
elementéw, z ktérych dany obiekt byl ztozony. Poznanie owych mate-
matycznych ,skltadowych” form dokonywalo sie najpierw na drodze
empirycznej, jak poznanie przedmiotéw konkretnych. Drugim etapem
byla rozumowa ,izolacja” owych form z ich matematycznymi ,skla-
dowymi”. Méwi sie réwniez w tym wypadku o procesie ,abstrakcji”,
a nawet idealizacji.

Kwestia matematycznosci $wiata fizycznego jest rozwigzana w syste-
mie Stagiryty bardzo prosto. Rzeczywisto$¢ fizyczna jest matematyczna,
poniewaz kazdy obiekt oprécz materii posiada forme, ta zas zawiera
,sktadowe” matematyczne.

CALCULUS NEWTONA I LEIBNIZA

Powstanie rachunku rézniczkowego i catkowego w XVII i XVIII wieku
oznaczalo - jak si¢ uwaza - powstanie najistotniejszego, klasycznego
narzedzia matematycznego stosowanego w opisie $§wiata. To byl moment
przelomowy w procesie matematyzacji rzeczywistoéci. Powstanie
rachunku jest nieodlacznie zwigzane z narodzinami i btyskawicznym
rozwojem fizyki Newtonowskiej.

Trzeba jednak w tym miejscu postawi¢ pytanie: czy calculus spelniat
wymogi stawiane teoriom matematycznym? OdpowiedZ na to pytanie
jest istotna, gdyby bowiem wymodg matematycznosci rachunku nie byt
spelniony, to powstaje problem, czy fizyka XVII i XVIII wieku postugi-
wala sie teorig matematycznag sensu stricto w opisie $wiata.

Trudno, rzecz jasna, ocenia¢ matematyczno$é rachunku rézniczko-
wego w XVII i XVIII wieku, przykladajac do niego dzisiejsze wymogi
metodologii matematyki. Mozna jednak zastosowaé¢ w tym miejscu kry-
teria nalozone na matematyke w starozytnosci - wypracowane przez
Arystotelesa i zastosowane przez Euklidesa w I ksiedze Elementéw.

Calculus Isaaca Newtona i Gottfrieda Leibniza nie jest podany
w wersji aksjomatycznej. Ten ideal greckiej matematyki zostal jednak
zrealizowany tylko w planimetrii Euklidesa i - poza matematyka -
w sylogistyce Arystotelesa. Inne dziedziny matematyki byly podane
metoda nieaksjomatyczng, a powszechny wymoég aksjomatyzacji zaczeto
realizowaé poza geometrig dopiero pod koniec XIX (arytmetyka Richarda
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Dedekinda i Giuseppe Peana oraz wczeéniejsze préoby Hermanna Grass-
manna) i na poczatku XX wieku. Odnoszenie zatem kryterium aksjo-
matyzacji do poczatkéw rachunku rézniczkowego i calkowego jest
nieadekwatne.

Natomiast logiczne kryterium Arystotelesa - niesprzecznosci nauki
- nie bylo spelniane przez rachunek Newtona i Leibniza®. Na przyktad
fluksje i fluenty Newtona bywaly - w ramach jednego rozumowania
- traktowane réwnoczesnie jako spelniajace i niespelniajace aksjomatu
Eudoksosa-Archimedesa. Ich jednoczesna archimedesowo$¢ i niearchi-
medesowos¢ byly wyrazem sprzecznosci tkwigcych w éwczesnych pod-
stawach rachunku rézniczkowego i catkowego.

Innymi mankamentem rachunku byl - w niektérych jego obszarach
- jego mechaniczny i geometryczny charakter. Ta ostatnia cecha wigzata
sie z istotng dla calego 6wczesnego rachunku nieanalitycznoscig.

Mechaniczny charakter rachunku przejawiat si¢ w tym, ze funkcje
rozwazano czesto jako fizyczny ruch, a zasadnicze pojecia analizy poda-
wano w jego kategoriach, np. zamiast o pochodnej funkcji méwiono
o predkosci chwilowej. Tam gdzie nie wypracowano jeszcze odpowied-
nich wyrazen analitycznych poslugiwano sie ,metaforami” czy ,ogla-
dem” wzietymi z geometrii. Tak ,dowodzono” twierdzen o zerowaniu
funkgji ciggtej z wartosciami dodatnig i ujemna na koricach rozpatrywa-
nego przedzialu i konsekwentnie, fundamentalnego dla analizy twier-
dzenia o wartosci posredniej funkcji ciaglej. W ten sposéb odwotywano
sie do metod niedozwolonych juz w dowodzeniu twierdzerr planimetrii
Euklidesa. W omawianych przypadkach dowéd analityczny byl niemoz-
liwy, poniewaz do poczatku XIX wieku nie dysponowano analityczna
definicja cigglodci funkcji w punkcie. Oczywistym brakiem rachunku

3 Por. G.W. Leibniz, Tentamen de motuum coelestium causius, Acta Eruditorum 1669,
w: G.W. Leibniz, Mathematische Schriften, Bd. 5, Hrsg. C. Gerhardt, Olms, Hildesheim
1971 (Reprint d. Ausgabe Halle 1858), s. 320-328; G.W. Leibniz, Isbrannuje otryski iz
matiematiczeskich soczinienij, pieriev. A.P. Juszkiewicz, Akademia Nauk SSSR, Moskva
1948, s. 189.

4 Tym tendencjom wyraznie sprzeciwial si¢ Leonhard Euler. Znalazlo to wyraz
w trzech jego podrecznikach: L. Euler, Introductio in analysin infinitorum, vol. 1-2,
Apud Marcum-Michaelem Bousquet & Socios, Lausannae 1748; L. Euler, Institutiones
calculi differentialis, vol. 1-2, Academia Imperialis Scientiarum, Petropoli 1755; L. Euler,
Institutiones calculi integralis, vol. 1-3, Academia Imperialis Scientiarum, Petropoli
1768-1770.
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z XVIII wieku byl tez brak scisle ufundowanej arytmetyki liczb rzeczy-
wistych.

Mozna wiec zasadnie twierdzi¢, ze calculus w XVIII wieku nie spelniat
kryteriow natozonych na matematyke przez Arystotelesa i Euklidesa.
Tym bardziej, rzecz jasna, nie spelnia dzisiejszych kryteriéw matema-
tycznosci teorii.

Czy zatem postugiwanie sie rachunkiem Newtona i Leibniza w opisie
$wiata moglo by¢ w XVIII wieku traktowane jako matematyzacja Swiata?
Nie miat co do tego watpliwosci Kant, stawiajac w 1781 roku pytanie
o to, jak mozliwe jest matematyczne przyrodoznawstwo. Zatozeniem tego
pytania byta akceptacja tezy, ze (newtonowskie) przyrodoznawstwo jest
matematyczne. Jednak - jak pokazano - przytozenie do rachunku w jego
XVIlI-wiecznej postaci kryteriéw wypracowanych w starozytnosci dys-
kwalifikowato calculus jako teorie matematyczng. Z drugiej strony trzeba
stwierdzi¢, ze calculus powstawal prawie réwnoczesnie z fizyka Newtona
i byl na jej potrzeby, w duzej mierze, rozwijany. Nie byl jeszcze wtedy
teoria matematyczng sensu stricto, jednak do potowy XIX wieku udato
sie go tak ufundowaé, by spetnial kryteria nakladane na matematyke.

To przede wszystkim zastuga Bolzana, ktéry oparl calculus na aryt-
metyce liczb rzeczywistych i wyeliminowal w ten sposéb wielkosci
niearchimedesowe i sprzecznosci z jego podstaw, uczynil go w pelni
analitycznym, odrzucajac bezwzglednie odwotania do ,ogladu” geome-
trycznego i mechanicznego w dowodzeniu twierdzen oraz zdefiniowat
analitycznie pojecie cigglosci funkcji w punkcie i wiele innych waz-
nych poje¢ rachunku Newtona i Leibniza®. Prace Bolzana z poczatku
XIX wieku zostaly dopelnione pracami Cauchy’ego i Weierstrassa.

W kazdym razie calculus, najwazniejsze narzedzie matematycznego
opisu $wiata, stanowi mocny przyktad, ze ,matematyczna” teoria ujmu-
jaca wazne aspekty $wiata wcale u swych poczatkéw, mimo zasadniczych
sukcesOw jej zastosowan w opisie $wiata, nie musi by¢ matematyczng
sensu stricto.

5 B. Bolzano, Der binomische Lehrsatz, Prag 1816, Reprint w: B. Bolzano, Early Mathe-
matical Works, Institute of Czechoslovak and General History CSAS, Prague 1981,
s. 253-415; B. Bolzano, Rein analytischer Beweis, Prag 1817, Reprint w: B. Bolzano, Early
Mathematical Works, Institute of Czechoslovak and General History CSAS, Prague
1981, s. 417-467.
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Trzeba tez stwierdzi¢, ze o ile przedstawiciele matematykow i fizy-
kéw byli zafascynowani mozliwosciami zastosowan rachunku Newtona
i Leibniza, to opozycja wobec niego tworzyla sie w niektérych kregach
filozoficznych. Przede wszystkim brytyjscy empirysci krytykowali calcu-
Ius Newtona i Leibniza oraz budowang przy jego pomocy fizyke.

George Berkeley zaatakowal rachunek, wykorzystujac wprowadzone
przez siebie kryterium istnienia:

x istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy x jest postrzegane.

Twierdzit on, ze wielkosci nieskoriczenie matych nikt nie jest w stanie
postrzec, konsekwentnie zatem nie istnieja wielkosci, na ktérych calculus
byt zbudowany i dlatego sam rachunek nie ma zadnego sensu®.

Poza tym Berkeley z Davidem Hume’em przeprowadzili krytyke
dwoch kategorii, bez ktérych fizyka ich czaséw nie mogla sie obejsc:
substancji i przyczyny. Najpierw Berkeley odrzucil istnienie substancji
materialnych, zas potem Hume odrzucil istnienie wszelkich substancji,
a ponadto podwazyt kategorie przyczyny.

IMMANUEL KANT

W takiej sytuacji problemowej powstawata Krytyka czystego rozumu
(1781) Kanta. Filozof z Krélewca, wbrew krytyce empirystow i zgod-
nie z rzeczywistoécia, przyjal istnienie przyrodoznawstwa opartego
na rachunku Newtona i Leibniza. Jednak wobec filozoficznej kry-
tyki pozostawil zasadnicze pytanie: jak to matematyczne przyrodo-
znawstwo jest mozliwe? OdpowiedZ na nie jest istotnym elementem
Krytyki.

Wedtug filozofa z Krélewca czas i przestrzen nie sa - jak u New-
tona - ,zbiornikami”, w ktérych ,zanurzony” jest Swiat fizyczny. Sa one
apriorycznymi formami naocznosci podmiotu (u Kanta: transcendental-
nego). Jesli owe formy naocznosci wolne sa od bodzcéw zewnetrznych,
to w nich - w czystej naocznoéci - podmiot konstruuje obiekty matema-
tyki. Obiekty arytmetyki konstruowane sa z apriorycznej formy czasu,
natomiast obiekty geometrii sa konstruowane z apriorycznej formy

¢ G. Berkeley, The Analyst, Tonson, London 1734.
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przestrzeni. Podmiot dokonuje konstrukcji, odwotujac sie¢ do apriorycz-
nych poje¢ przedmiotéw matematycznych. Opierajgc sie na konstrukeji
danego przedmiotu matematyki, podmiot formutuje twierdzenia doty-
czace owego przedmiotu i ich dowodzi.

Swiat jest réwniez konstrukcjg podmiotu. Kiedy bodzce zewnetrzne
(ich ,zrédto” - rzeczy same w sobie pozostaja niepoznawalne) docieraja
do podmiotu, nakladane sa na nie aprioryczne formy naocznosci pod-
miotu: czas i przestrzen. W ten sposéb podmiot konstruuje fenomeny.
Kiedy dalej podmiot naklada na zbiory fenomenéw dwanascie kolej-
nych apriorycznych kategorii, przede wszystkim za$ kategorie przyczyny
i substancji, to konstruuje on $wiat.

Jest on z konieczno$ci matematyczny. Fenomeny bowiem, z ktérych
jest zbudowany, powstaja - nalezy przypomnie¢ - przez nalozenie na
wrazenia czasu i przestrzeni, a wiec apriorycznych ,Zrédel” matematyki
czystej. Podmiot transcendentalny, konstruujgc $wiat, nadaje mu w owej
podwojnej konstrukcji matematyczny charakter.

Nalezy tez w tym miejscu zauwazy¢, ze naszkicowane koncepcje roz-
wigzania problemu matematycznosci §wiata pitagorejczykéw, Platona,
Arystotelesa i Kanta, wskazujg bardzo wyraznie, ze sa one ostatecznie
zdeterminowane akceptowanymi w nich ontologiami matematyki.

UNIFIKACJA MATEMATYKI

Aby pokaza¢ wspoélczesne stanowiska w zakresie ontologii matema-
tyki i generowane przez nie rozwigzania problemu matematycznosci
Swiata, posiadajace zreszta swe korzenie w tradycyjnych, juz zarysowa-
nych koncepcjach, trzeba odwota¢ sie do dwoéch proceséow w dziejach
matematyki:

1. Systematyzacji (unifikacji) matematyki XIX-wiecznej na bazie arytme-
tyki liczb naturalnych, a potem na bazie cantorowskiej teorii mno-
gosci;

2. Uswiadomienia zasadniczego podzialu na syntakse (jezyk) i seman-
tyke matematyki.

Systematyzacja matematyki to préoba utworzenia z niej jednej ,budowli”,
w ktérej, méwiac jezykiem ,dzisiejszym”, znajduje sie modele pewnych
teorii matematycznych w innych teoriach, powigzana czasami ze wska-
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zaniem teorii ,, podstawowej”, do ktérej wszystkie inne teorie moga by¢
sprowadzone.

Systematyzacja matematyki w XIX wieku przebiegata w kilku eta-
pach. Bolzanowi, Cauchy’emu i Weierstrassowi udato sie¢ ugruntowac
analize matematyczng na arytmetyce liczb rzeczywistych. Weierstrass
w swoich wykladach w latach 60. oraz Georg Cantor i Dedekind
w latach 70. rozwiazali problem niewymiernosci i zbudowali arytmetyke
liczb rzeczywistych na bazie arytmetyki liczb wymiernych. Znalezienie
modelu arytmetyki liczb wymiernych w arytmetyce liczb catkowitych
i tej ostatniej w arytmetyce liczb naturalnych nie przedstawiato zadnego
problemu.

W swej pracy Grundlagen der Geometrie z 1899 roku David Hilbert
posunal jeszcze dalej prace nad systematyzacja matematyki w XIX wieku.
Wskazat on, ze geometrie nieeuklidesowe, zbudowane w tymze wieku,
posiadaja modele w geometrii euklidesowej. W istocie Hilbert zebrat
w caloé¢ dokonania Bernharda Riemanna, Felixa Kleina i Henry Poinca-
régo, ktérzy dla poszczegdlnych geometrii nieeuklidesowych wskazali
takie modele. Hilbert poszed! jednak jeszcze dalej i wskazal, ze dzieki
pomystowi Kartezjusza (geometria analityczna) nie tylko geometria
euklidesowa, ale rowniez geometrie nieeuklidesowe, w tym geometria
Giuseppe Veronesego - ,przez” geometrie euklidesowe - posiadajg
modele w arytmetyce liczb rzeczywistych. Wobec ostatecznego oparcia
arytmetyki liczb rzeczywistych na arytmetyce liczb naturalnych ozna-
czalo to réwniez wlaczenie geometrii do zbioru dyscyplin matematycz-
nych redukowalnych do arytmetyki liczb naturalnych.

Ta ostatnia otrzymata swoja aksjomatyke dzieki Dedekindowi w roku
1888 i Peanowi w roku 1889. Powstato jednak pytanie: czy i na jakiej
dyscyplinie bardziej podstawowej mozna oprze¢ arytmetyke liczb natu-
ralnych? Cantor twierdzil, ze na zbudowanej przez niego teorii mnogo-
Sci, Gottlob Frege za$, ze na logice, jednak z wkomponowanym w nia
pojeciem klasy (zbioru). Ten proces teoriomnogizacji matematyki prze-
rwalo odkrycie antynomii w ramach teorii mnogosci. Zostaty one jednak
wyeliminowane przez nadanie teorii Cantora aksjomatyki Ernsta Zermela
oraz, alternatywnie, przez wprowadzenie teorii typéw przez Bertranda
Russella. W ten sposéb matematyka poczatku XX wieku otrzymata swoja
dziedzine podstawowa w teorii mnogosci. Redukcja ta zostata systema-
tycznie przedstawiona w pracach Bourbakistéw.
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SYNTAKSA I SEMANTYKA MATEMATYKI

Pierwsza intuicje wyréznienia syntaksy i semantyki matematyki mozna
zauwazy¢ juz w Elementach Euklidesa. Zostata tam wprowadzona aksjo-
matyka, ktéra opisuje starozytna teorie wielkosci. Jest ona pojmowana
w starozytnosci jako teoria powszechna (katolicka), poniewaz jest realizo-
wana - dzi$ mozna by powiedzie¢: posiada modele - w dwu podstawo-
wych dzialach 6wczesnej matematyki: geometrii i arytmetyce. Mozna by
zatem pojmowac aksjomatyke wielkosci jako jezyk, ktéry posiada dwie
semantyki - w ,Swiecie” liczb i w ,$wiecie” przedmiotéw geometrycz-
nych. Ten sposéb dziejowego dochodzenia do jasnego rozréznienia syn-
taksy i semantyki matematyki jest kontynuowany w XIX-wiecznej refleksji
metageometrycznej zwigzanej z wprowadzeniem geometrii nieeuklideso-
wych. Dla tych geometrii wskazywane sa modele w geometrii euklideso-
wej. W pewnym sensie traktuje sie teorie nieeuklidesowe jako jezyki, ktore
posiadaja swoje modele - semantyke - w klasycznej geometrii.

W fundamentalnym dziele Davida Hilberta Grundlagen der Geometrie
z roku 1899 istnieje juz jasne rozrdéznienie na teorie geometryczng -
pewien jezyk - ktéry moze posiadaé r6zne semantyki’. Uczony z Getyngi,
w ramach budowania metamatematyki w latach 20. XX wieku, klarownie
odréznia jezyk - sformalizowany - teorii matematycznych od semantyki
sformalizowanego jezyka. Z metamatematycznego punktu widzenia inte-
resuje go wylacznie badanie samego jezyka, ale nie odmawia temu jezy-
kowi semantyki. Nieco pdzniej pracami Tarskiego zostaje zwieniczony
proces rozpoczety w ramach metageometrii XIX wieku wyraznym roz-
réznieniem syntaktyki i semantyki teorii matematycznych. Semantyka
budowana jest w teorii mnogosci.

STANOWISKA W ONTOLOGII MATEMATYKI
A PROBLEM MATEMATYCZNOSCI SWIATA

Naszkicowane powyzej procesy unifikacji matematyki na bazie teorii
mnogosci oraz klarownego rozréznienie syntaksy i semantyki matema-

7 Por. D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Teubner, Stuttgart 1899, 196819, s. 2.
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tyki umozliwily na poczatku XX wieku systematyczne i uproszczone®
podjecie kwestii ontologii matematyki i - konsekwentnie - zwigzanego
z nim problemu matematycznoéci $wiata.

Redukcja matematyki do teorii mnogosci (Cantor, Frege, Russell,
Bourbakisci) pozwala stwierdzi¢, ze - na poziomie syntaktycznym -
wszystkie pojecia matematyki mozna zdefiniowaé przy pomocy pojecia
zbioru. Na poziomie semantycznym oznacza to tyle, ze zbiory can-
torowskie mozna traktowaé jako ,budulec” zamierzonych semantyk
teorii matematycznych. Zatem kwestia ontologii matematyki redukuje
sig, przy wyraznym rozréznieniu syntaksy i semantyki teorii matema-
tycznych i przy przyjeciu opisanej wyzej redukeji, do pytania o status
ontologiczny zbioréw cantorowskich. Trzeba jeszcze raz podkresli¢, ze
ontologia matematyki jest Scisle zwigzana, jak wskazuja koncepcje pita-
gorejczykéw, Platona, Arystotelesa i Kanta, z propozycjami rozwigzan
sprawy matematycznosci Swiata.

Nominalizm odpowiada na pytanie o ontologie¢ matematyki stwier-
dzeniem, ze nie ma zadnych obiektéw matematycznych, nie istnieja
- na zaden sposéb - jakiekolwiek zbiory cantorowskie. Matematycy
dysponuja jedynie syntaksa matematyki, nie istnieje zadna semantyka
jezyka matematyki. Rzecz jasna nalezy wtedy wyjasni¢, jak pojmuje sie
standardowq semantyke teorii matematycznych, czyli teorie mnogosci.
Konsekwentni nominaliéci stwierdzaja, ze ostatecznie modele teoriomno-
gosciowe teorii matematycznych sa tez niczym innym, jak pewna syn-
taksa, jezykiem i niczym wiecej.

Nominalizm nie daje Zadnego rozwigzania problemu matematyczno-
Sci przyrody. Nie moze ,lokowaé” w przyrodzie zadnych zbioréw ani
ich , odzwierciedlen”. Bowiem, wedlug nominalistow, takich obiektéow
nie ma. Z tego samego powodu nie moze by¢ ,nakladania” na Swiat
przez podmiot zbioréw przezeni konstruowanych. Zreszta nominalizm
nie ma takich ambicji i pozostawia kwestie matematycznosci $wiata jako
nierozwigzang i nierozwigzywalna.

W przypadku realizmu skrajnego nastepuje faktyczne utozsamienie
idei platoniskich ze zbiorami. Uczynit to wprost sam twdrca teorii mnogo-

8 Ostatecznie kwestia ontologii matematyki zostala sprowadzona wytacznie do sta-
tusu ontologicznego zbioréw cantorowskich. Rozstrzygniecia tej ostatniej kwestii byty
W istocie powtérzeniem rozstrzygnie¢ w ramach sredniowiecznego sporu o uniwersalia.

114



www.czasopisma.pan.pl P@N www_journals.pan.pl
~—_"

§ci Cantor. Kierunek ten, ktéry - jak sie czesto podkresla - reprezentuje
wiekszoé¢ tworczych matematykow, rozwiazuje kwestie matematyczno-
§ci Swiata w sposob nakreslony przez Platona. Trzeba jednak zauwazyd¢,
ze ci, ktoérzy sa okreélani jako ,realisci” wéréd matematykow, nie zawsze
w pelni dziedzicza koncepcje greckiego filozofa. Owszem, sa tacy, ktorzy
przyjmujg zaré6wno teze o pozaczasowym i pozaprzestrzennym istnieniu
przedmiotdw matematycznych, o ktérych méwi syntaksa matematyki,
i jednoczednie podtrzymuja teze, ze owa pozaprzestrzenna i pozacza-
sowa rzeczywisto$¢ jest w pewien sposéb, przynajmniej czesciowo,
,odwzorowana” w S$wiecie fizycznym. Ale obok tych, ktérzy przyjmuja
obydwie powyzsze tezy, sa i tacy, ktérzy przyjmuja tylko pierwsza teze,
rozwiazujaca sprawe semantyki matematyki, ale nie akceptuja drugiej.
W konsekwencji, mimo iz zaliczani sa oni do dominujacej wéréd czyn-
nych matematykoéw opgji realistycznej, nie posiadaja narzedzi do wyttu-
maczenia matematycznosci przyrody.

Jesli chodzi o Scisty realizm, ktéry zawiera w sobie rozwigzanie mate-
matycznoéci przyrody, to natrafia on na zasadnicze trudnosci. Przede
wszystkim realizm skrajny odwotuje sie do bardzo rozbudowanej, niena-
turalistycznej ontologii. Jest ona niezbedna réwniez do tego, by wyttuma-
czy¢ matematycznosé $wiata. Po wtére, problem sprawia kwestia dostepu
poznawczego do rzeczywistosci pozaprzestrzennych i pozaczasowych
zbioréw. Prezentowana przez Platona koncepcja anamnezy wymagataby
przyjecia kolejnych mocnych zalozeni, chociazby z zakresu antropolo-
gii. Kurt Godel staral sie rozwigza¢ kwestie dostepu poznawczego do
Swiata pozaprzestrzennego i pozaczasowego zbioréw, odwolujac sie do
epistemologii Edmunda Husserla. Jednak pomyst Godla - ostatecznie
niezrealizowany przez niego - nie znalazl uznania.

Konkludujac, trzeba stwierdzi¢, ze cho¢ &cisly realizm prezentuje
rozwigzanie kwestii matematycznosci $wiata, to jednak jest ono obcia-
zone tak mocnymi zalozeniami, ze nie moze znalezé powszechnej
akceptacji.

Realizm umiarkowany, ktérego poczatek lezy w systemie Arystote-
lesa, w bardzo prosty sposéb ttumaczy matematycznosé swiata. Obiekty
matematyczne - w prezentowanym podejéciu sa to cantorowskie zbiory -
abstrahuje sie z (kolekgji) przedmiotéw materialnych. Mozliwos¢ ,wydo-
bycia” podstawowego ,budulca” matematyki z rzeczywistosci fizycznej
jest swiadectwem matematycznosci $wiata.
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Mimo latwego ttlumaczenia matematycznosci $wiata samo stanowisko
realizmu umiarkowanego jest trudne do przyjecia.

Przede wszystkim, teoria mnogosci operuje tylko takimi zbiorami,
ktérych elementami sa wytacznie zbiory. Takich zbioréw nie spo-
sob abstrahowa¢ ze Swiata fizycznego. Jako pewna probe rozwiaza-
nia tego problemu mozna by postrzega¢ zbudowanie przez Zermela
w latach 30. XX wieku teorii mnogosci z atomami. Jednak, po pierw-
sze, proba fundowania matematyki na tej teorii bytaby bardzo sztuczna.
Po wtoére, nawet gdyby traktowaé owe atomy jako obiekty fizyczne, to
przedstawiony ponizej kontrargument pokazuje, ze i tak nie jest to roz-
wigzanie problemu realizmu umiarkowanego.

Kontrargument oparty jest na spostrzezeniu Hilberta zawartym
w artykule Uber das Unendliche®. Matematyk z Getyngi stwierdza tam,
odwolujac sie faktycznie do OTW Einsteina oraz teorii dotyczacych
mikro$wiata, Zze w $wiecie fizycznym nie istnieje nieskoriczonoé¢. Tym
bardziej nie mozna twierdzi¢, iz ze $wiata mozna wyabstrahowac zbiory
nieskoniczone. Za$ bez zbioréw nieskoniczonych nie sposéb budowac
matematyke. Tym samym trudno obroni¢ sam realizm umiarkowany,
w ramach ktérego proponuje si¢ proste rozwigzanie problemu matema-
tycznosci przyrody.

Wedtug konceptualizmu, wiazacego sie z zasady z ré6znymi formami
konstruktywizmu, zbiory, podstawowy ,budulec” matematyki, sa kon-
struowane przez podmioty - niekoniecznie przez podmiot transcenden-
talny - i w mysli podmiotéw bytuja. Zbiory sa ,nakladane” na bodzce
zewnetrzne i tak podmioty - po czesci przynajmniej - konstruuja mate-
matyczny Swiat.

To rozwigzanie idzie po linii konstruktywizmu, typowego dla Kanta.
Ma ono te przewage nad realizmem umiarkowanym, ze ttumaczy cho-
ciazby geneze takich zbioréw, ktérych elementami sg obiekty niefizyczne.
Poréwnanie konceptualizmu (konstruktywizmu) z realizmem skrajnym
pokazuje, ze ten pierwszy kierunek nie wymaga zakladania bardzo moc-
nej ontologii typu platoriskiego, ktéra ponadto musiataby mie¢ , odwzo-
rowanie” w strukturach fizycznych Swiata, oraz nie wymaga rozwigzania
problemu dostepu poznawczego do Swiata abstrakcyjnych zbioréw.

Oczywiscie, konceptualizm i - w konsekwencji - jego rozwigzanie
zagadki matematycznosci $wiata posiada tez istotne braki.

9 D. Hilbert, Uber das Unendliche., ,Mathematische Annalen”, 1926, nr 95, s. 161-190.
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Pierwszy z nich, to sprawa nieskonczonosci: w wypadku wszelkich
konstruktywizméw problem konstrukcji - przez podmiot - zbioréw
nieskoniczonych, bez ktérych nie ma matematyki. Trzeba jednak przy-
pomnieé, ze obydwa typy realizmu tez maja bardzo powazny problem
z nieskoriczonoscig. Umiarkowany wariant nie jest w stanie oddali¢
kontrargumentu budowanego na spostrzezeniu Hilberta. Skrajny wariant
realizmu ,,odsyla” zbiory nieskoriczone do rzeczywistosci pozaczasowej
i pozaprzestrzennej, ale nie jest w stanie, jak pokazaly chociazby proby
Godla, rozwigzaé problemu dostepu poznawczego do tego abstrakcyj-
nego Swiata.

Mozna by tez w tym miejscu wspomnie¢ o prébach czynionych obec-
nie w ramach kognitywistyki, ktére maja pokazywaé, wbrew zastanym
schematom myslowym, mozliwo$¢ konstruowania przez podmiot obiek-
tow, przede wszystkim zbioréw, nieskonczonych'. Wydaje sie jednak,
ze dotychczasowe dokonania na tym polu nie sa w pelni przekonujace.

Drugi zarzut kierowany przeciwko konceptualizmowi méwi, iz pod-
mioty fizyczne - a w konsekwencji nawet podmiot transcendentalny
z nich wyabstrahowany - sg efektem ewolucji biologicznego ,frag-
mentu” $wiata. Zatem konstrukcje matematyczne podmiotéw sa osta-
tecznie , produktem” matematycznego $wiata. Rzeczywisto$¢ nie jest
(staje sie) matematyczna, poniewaz podmiot ,naklada” na nig zbudo-
wang przez siebie matematyke, lecz podmiot pochodzi na drodze ewo-
lugji z matematycznego $wiata i dlatego jest w stanie ,(od)tworzyc”
matematyke.

Ostatecznie nalezy stwierdzid, ze filozofia nie dysponuje powszechnie
akceptowalnym rozwigzaniem problemu matematycznosci $wiata. Pro-
ponowane rozwigzania sg funkcjg przyjmowanych stanowisk w zakresie
ontologii matematyki. Konsekwentnie wszystkie propozycje ttumaczenia
problemu dziedzicza istotne wady poszczegdlnych stanowisk w zakre-
sie ontologii. W $wietle przedstawionych analiz najbardziej ,naturalne”
wydaje sie by¢ stanowisko konceptualizmu (konstruktywizmu). Jednak
wobec wskazanych brakéw trzeba stwierdzi¢, odpowiadajac na tytutowe
pytanie, ze matematyczno$¢ swiata musi budzi¢ zdziwienie.

10 Przeglad osiagnie¢ nauk kognitywnych w kwestii genezy matematyki przed-
stawiaja B. Brozek, M. Hohol, Umyst matematyczny, Copernicus Center Press, Kra-
kow 2014.
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ZAKONCZENIE: TEORIA PTOLEMEUSZA -
RODZAJ] MEMENTO?

To, ze $wiat fizyczny daje sie opisywac i tlumaczyé przy pomocy
jezyka matematyki, jest niezaprzeczalne, mimo ze pozostaje zagadka.

Trzeba jednak koniecznie podkresli¢, ze jezyk matematyki nie jest
jedynym narzedziem opisujacym $wiat fizyczny. Mozna to réwniez robi¢
przy pomocy jezyka literatury - jezyka poety lub jezyka epickiego nar-
ratora. Swiadcza o tym ,pomniki” literatury $wiatowej. Do tego nurtu
naleza réwniez opisy $wiata - w tym jego genezy - wyrazone w jezykach
religii. Takze dzieci, przy pomocy wilasnego, czesto niezrozumiatego dla
dorostych jezyka opowiadaja o tym, co je otacza.

Rzecz jasna, wspomniane jezyki nie daja mozliwosci przewidywania
zdarzen, co zazwyczaj charakteryzuje matematyczne ujmowania Swiata.
Nie mozna jednak zaprzeczy¢, ze méwia one o innych niz matematyczne,
niewatpliwie jednak waznych aspektach rzeczywistosci fizyczne;.

Nie nalezy tez mitologizowac jezyka matematyki w tym sensie, Ze
sama mozliwo$¢ skutecznego zastosowania jezyka matematyki do opisu
jakiego$ fragmentu $wiata ma stanowi¢ gwarancje prawdziwosci takiego
opisu. Przy czym przez skuteczne zastosowanie wspomnianego jezyka
rozumie sie tutaj mozliwos$¢é przewidywania przysztych faktow.

Jako przyklad mozna podad tutaj teorie epicykli i deferentéw Ptole-
meusza, majaca swe poczatki w pracach genialnego matematyka staro-
zytnosci Eudoksosa!l. Pozwalala ona w miare precyzyjnie przewidywaé
polozenie cial niebieskich. Im wiecej wprowadzano epicykli, tym prze-
widywania byty dokladniejsze. Dzialo sie to, rzecz jasna, kosztem waz-
nej cechy teorii naukowych, jaka jest i ich prostota, ale przewidywania

1 Twierdzi sie czasamiu, ze zaréwno teoria Ptolemeusza, jak i Kopernika nie sg
teoriami fizycznymi, ale matematycznymi. Na pewno nie naleza one do mechaniki,
poniewaz nie wystepuja w nich pojecia masy i sity. Nie odwolujac sie do nich, nie
potrafia one da¢ odpowiedzi na pytanie: dlaczego ruchy planet odbywaja sie po
takich, a nie innych torach? Z drugiej jednak strony, bedac tylko matematycznym opi-
sem cyklicznych ruchéw planet, daja w miare trafne przewidywania ich przyszlych
polozen. Warto tez wspomnie¢, ze Kopernik méwit - choé¢ nie bylo to czescig jego
teorii - o istnieniu oddzialywania, ktére pézniej znalazlo sie w teorii Newtona jako
powszechna grawitacja (por. M. Kopernik, O obrotach. Ksigga pierwsza, thum. M. Bro-
zek, PWN, Warszawa 1953, rozdziat IX).
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stawaly sie coraz bardziej precyzyjne. Mikotaj Kopernik zastapil system
geocentryczny systemem heliocentrycznym. W ten sposéb otrzymal on
teorie o wiele prostszg, moégl znacznie zmniejszy¢ liczbe epicykli. Rzecz
jasna teoria Kopernika wiazala si¢ z przewrotem $wiatopogladowym, co
znacznie opdznilo jej akceptacje. Trzeba jednak dodaé, ze gdyby teoria
Ptolemeusza nie byla tak precyzyjna w przewidywaniu, to by¢ moze teo-
ria Kopernika przyjeta by zostala nieco wczeéniej. Ostatecznie zasadnicza
idea Kopernika - wzmocniona badaniami Johannesa Keplera, zasadami
fizyki Newtona oraz rachunkiem Newtona i Leibniza - zastgpita teorie
Ptolemeusza.

Bardzo diugo jednak nie potrafiono wyttumaczyé, dlaczego staro-
zytna koncepcja Ptolemeusza, oparta na btednej wizji Swiata, dos$¢ precy-
zyjnie opisywata ruchy cial niebieskich. Odpowiedz znaleziono dopiero
w XIX wieku w ramach tzw. analizy fourierowskiej. Okazalo sie, ze
dowolna funkcje periodyczng mozna rozwinaé¢ w szereg Fouriera, sume
funkgji kotowych (trygonometrycznych), dla dowolnej wartosci tej funk-
qji okresowej, oczywiscie przy zachowaniu tzw. warunkéw Dirichleta.
Poniewaz ruch takich obiektéw, jak planety, obserwowany z Ziemi, jest
ruchem okresowym, to daje si¢ on - na mocy wspomnianego rozwiniecia
Fouriera - przedstawi¢ przy pomocy skladania ruchéw kotowych. To
za$ bylo podstawa teorii Ptolemeusza.

Teoria Ptolemeusza wydaje sie by¢ rodzajem ostrzezenia dla wszyst-
kich fascynujacych sie skutecznoscia bardzo szerokich wspoétczesnie
zastosowan matematyki w badaniach otaczajacej czlowieka rzeczywi-
stosci. Samo skuteczne zastosowanie matematyki nie musi by¢ jeszcze
gwarancja poprawnego opisu $wiata. A ostateczne wyttumaczenie sku-
tecznosci wadliwych matematycznych opiséw $wiata moze zawierac
sie w ,glebokich” zwigzkach wewnatrzmatematycznych teorii, ktore
stosowane sa w procesie pojmowania $wiata. Plynie stad wniosek, ze
poszukiwanie, stwierdzanie tego typu ,glebokich” zwigzkéw i szeroko
rozumiane badania ,metamatematyczne”, w swym zalozeniu bardzo
,teoretyczne” i pozornie absolutnie niezwigzane z fizyczna, przyrodnicza
i spoleczna rzeczywistoscia, moga mie¢ pewne znaczenie w regulowaniu
opisu i tlumaczenia Swiata.
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